Les Mathématiques pour
I’Agrégation

C. Antonini
J.-F. Quint
P. Borgnat
J. Bérard
E. Lebeau
E. Souche

A. Chateau

O. Teytaud

24 avril 2002



Table des matieres

1 Algébre linéaire
1.1 Généralités. . . . . . . . e e
1.2 Applicationslinéaires . . . . . . ... ... . ... . .. ..
1.3 Somme de sous-espaces vectoriels. . . . .. ... ... .. ...
131 Généralités. . . . . . . . ..
1.3.2 Espacessupplémentaires . . . . .. ... .. ... ....
1.4 Espacevectorielquotient. . . . . ... ... oo
141 Généralités. . . . . . . . .. e
1.4.2 Application aux applications linéaires. . . . . ... .. ..
1.5 Translations -espacesaffines . . .. ... ... ..........
1.6 Familles libres. Familles génératrices. Bases. . . . . . ... ...
1.6.1 Geénéralités. . . . . . . . ...
1.6.2 Applications aux applications linéaires . . . . .. ... ..
1.6.3 Applications aux sous-espaces vectoriels . . . . .. ...
1.7 Dualité. . . . . . e
1.7.1 Définitions et premieres propriétés. Le dual et le bidual. .
1.7.2 Orthogonalité . . . . ... ... ... ... .. .......
1.8 Transposition. . . . . . . . . . ... e
1.9 K-algebres . . . . . . . . . . e
1.9.1 Définitionsetgénéralités. . . . ... ... .. ... ...,
1.10 Résultats d'algébre linéaire. . . . . . .. ... ... ... .....
1.11 Exercices d’algébrelinéaire. . . . . . .. .. ... ...

2 Algebre multilinéaire
21 Généralités. . . . . .. e
2.2 Algebre multilinéaire et topologie. . . . . ... ... ........
2.3 Déterminants. . . . . . .. e e
2.3.1 Déterminant d’'une famillede vecteurs . . . . .. ... ..
2.3.2 Déterminant d'un endomorphisme . . . ... .......
2.3.3 Déterminantd’'unematrice. . . . ... .. .. ... ....

11
11
11
12
13
13
14
14
15
15
15
16
16
16
17
17

18

22

25

2.3.4 Pratique du calcul d'un déterminant; développement suivant

uneligneouunecolonne. . . . ... ... ...

2.4 Algebrebilinéaire. . . . . ... ... e
2.4.1 Formesbilinéaires. . . . . . ... ... . L
2.4.2 Formesquadratiques. . . . . . ... .. ... ..
2.4.3 Formes quadratiquesréelles. . . . . ... ... ... ...
2.4.4 Formes quadratiquescomplexes . . . . . ... ... ...

2.5 Zoologiedesdéterminants . . . . ... .. ... ... ... ...

26



www.Zes-# athematiques.net

251 Déterminantdordr2 . . .. ... ... ..
252 Déterminantdordrg . . .. ... ... ...
2.5.3 Déterminantde Vandermonde. . . . . . ... ... ....
2.5.4 Déterminant d'une matrice de permutatian. . . . . . . ..
2.5.5 Déterminantcirculantdroit. . . . ... ... ... ... ..
2.5.6 Déterminantdé/; ; =inf{i,j} . .. ... ... ... ...
2.6 Zoologie de 'algébre bilinéaire. . . . ... ... ... ... ....
2.6.1 Procédé d'orthogonalisationde Gauss. . . . .. ... ..

Espaces préhilbertiens et espaces de Hilbert
3.1 Espaces préhilbertiensréels . . . ... .. ... ... ... ...
3.2 Espaces préhilbertienscomplexes. . . . . . ...
3.3 Espacespréhilbertiens . . . ... ... L oL
3.4 EspacesdeHilbert. . . ... ... o o
3.4.1 Projection dans un espace de Hilhert. . . . .. ... ...
3.4.2 Baseshilbertiennes. . . .. ... ... .. o L
3.4.3 Quelques utilisations des espaces de Hilbert . . . . . ..
3.5 Espaceseuclidiens . . ... ... ... ... .. e
351 Leshases . .. .. .. . ...
3.5.2 Endomorphismeadjoint . . .. ... ............
3.5.3 Orientation d'un espace euclidien. . . . ... .......
3.5.4 Formes quadratiques sur un espace euclidien. . . . . . .
3.6 Espaceshermitiens . . . . ... ... .. .. o oo
3.6.1 Définition et premieres propriétés. . . . . . . . ... ...
3.6.2 Adjoint d'un endomorphisme d’un espace hermitien . . .
3.6.3 Formes quadratiques sur un espace hermitien . . . . . .

Algebre linéaire en dimension finie

4.1 Généralités. . . . . . . . e e

4.2 Dualité endimensionfinie. . . . . ... ... .. o oo
421 Dualitésimple. . .. ... ... ... ... .. .. ...
422 Bidual. . . ... ..
423 Orthogonalité . . ... ... .. .. .. ... ... . . ...

4.3 Calculmatriciel. . . . . . .. .. .
43.1 Basessurlesmatrices. . .. ... ... ... .......
4.3.2 EspacevectorieV,, ,(K) . ... ...............
4.3.3 Transpositionde matrices . . . . . ... ... ... ....
4.3.4 Le cas des matrices carréesKlalgébreM,, ,(K) . . . ..
4.3.5 Changementdebases. ... ... ... ..........
4.3.6 Groupe linéaire et groupe spécial linéaire . . . . ... ..
4.3.7 Groupe orthogonal réel et groupe spécial orthogonal.réel
4.3.8 Rangdunematrice. . .. ... ...............
4.3.9 Matrices équivalentes, matrices semblables. . . . . . ..
4.3.10 Cofacteurs. . . . . . . . . . e

4.4 Opérations sur leslignes etlescolonnes . . . . ... .......

45 Matricesparblocs. . . ... ... . oL
45.1 Produitparblocs . ... ... ... ... ... ... ... .
452 Inverseparblocs . . ... ... oo
453 Déterminantparblocs . . ... ... ... .........

4.6 Exercicessurlesmatrices . . ... .. ... ... . ..




www.Zes-# athematiques.net

4.7 Zoologie sur les matrices et leurs déterminants . . . . . ... .. 96
4.8 Zoologie de la dualité en dimensionfinie . . . ... ... ... .. 97
48.1 Polyndbmesdelagrange. . . . ... ... .. ... .. .. 97

4.8.2 Définition d’'un sous-espace vectoriel par une famille d’équat@hs
4.9 Approximation de fonctions holomorphes par des fractions rationne®8s

4.10 Endomorphismes semi-simples . . . . .. ... ... ... .... 102
Réduction des endomorphismes 105
5.1 Lecasgénéral. . ... ... .. .. ... 106
5.2 Lecasdeladimensionfinie. . . .. ... ... ... ........ 107
5.3 Applications de la réduction d’'un endomorphisme. . . . . .. .. 114
5.3.1 Application au calcul d’'un polynéme d’endomorphisme . 114
5.3.2 Application aux suites récurrentes linéaires . . . . . . .. 115
5.3.3 Calcul d'exponentielle de matrice. . . . . . ... ... .. 116




Chapitre 1

Algebre lineaire

1.1 Généralités

Définition 1 (Espace vectoriel) (E, +, .) est unkK-espace vectoriesi

e (E,+) est un groupe abélien

e . est une application d& x F dansE

oV, y) A+ p)r =Ax+pxAXN(z+y) =z +AyAAp)z =
Apr)ANle=x

Les éléments d& sont appelésecteurs les éléments dE sont appeléspé-
rateurs ou scalaires Le neutre pour est noté0. « . » est appeléroduit
externe

Des exemples classiques sont : les vecteurs dans le plan ou I'espace usuel, le corps
K lui-méme avec pour produit externe le produit usuel, les polyndme#& séven-
tuellement a plusieurs indéterminées ou de degré borné; comme on le verra un peu
plus loin avec les espaces produlks’ muni des lois que I'on verra est Ug-espace
vectoriel ; I'ensembl®Y des suites réelles (resp. complexes) aussi.

Les propriétés suivantes sont importantes :
e0.x=0
e )\0=0
e z=0—-A=0Vz=0
o (—N.x=A(—z)=—-(\x)
e l(x—y)=Ax— Ay
e(AN—px=Ax—px



Définition 2 (Différentes notions dans un espace vectorielPn appelleseg-
ment d’extrémitésr ety dans unR-espace vectoriel I'ensemble des +
(1 —t).y pourt € [0,1]. (la définition s’étend au cas d'ui-espace vectorie
en utilisantt réel dang0, 1]).

Une partie A d'un K-espace vectoriel (aveK = R ou K = C) est dite
convexesi tout segment d’extrémités daAsest inclus dansi.

Etant donnéed une partie convexe d’'uk-espace vectoriel une applicatigh
de A dansR est diteconvexesi étant donnésg ety dansA ett dans[0, 1] on
af(te+(1—-t)y) <t.f(zx).(1—-1).f(y). —f estalors diteconcave

Propriétés :
e L'intersection de deux convexes est un convexe.
e Une boule ouverte est convexe.
e Une boule fermée est convexe.
e Un segment est convexe.
¢ Une applicationf est convexe sil'ensemble dés, f(x)) est convexe dans le produit
A x R.
e Une application convexe sur un intervalle b[ est continue
oz — e, x — x™ sont convexes.
e © — In(z) est concave.

) La notion de partie convexe est nécéssaire pour définir les fonctions convexes,
dont on verra une foultitude d’applications en p&tieCela servira aussi par exemple
pour les résultat®? (théoreme de Cauchy), et surtout pour les théoréme de Hahn-
Banach®??) (aux multiples applications!). Une utilisation amusante de la convexité
stricte sera donnée avec le résufat

Proposition 3 (Connexité dans urR-espace vectoriel normé )Une partie
ouverte d'unR-espace vectoriel normé est connexe si et seulement si elle est
connexe par arcs si et seulement si entre toat touty de cette partie il existe
une ligne brisée.

Démonstration : Il est clair que I'existence d’'une ligne brisée implique I'existence
d’un chemin (donc la connexité par arcs) qui implique a son tour la connexité. Il suffit
donc de montrer que la connexité implique I'existence d’'une ligne brisée.

e On se donné/ une telle partie, connexe, supposée non vide (sinon le probléme est
trivial)

e On se donney dansU

e On noteV I'ensemble des que I'on peut joindre &, par une ligne brisée.

e I/ est non vide (il contient)

o IV est ouvert (sic estdand/, alorsB(x, e) C U poure assez petit, et donB(z, €) C

V' - car dans toute boule est convexe).

o VV est fermé; en effet soit dansU adhérent &/, alors il existe une boule ouverte
centrée sur intersectant’, doncz est dand’ - car toute boule est convexe.

o V, fermé, ouvert, non vide d'un connekg est égal &/.0



La figurel.lillustre cette démonstration.

A

)

FiG. 1.1 — lllustration de la propositioB 2 est supposé dans, y dans I'adhérence de
V.

Proposition 4 (Distance dans un connexe ouvert d’ufR-espace vectoriel normé )
SoitU un ouvert connexe d'uR-espace vectoriel normé . Si on neter, y)

I'inf des longueurs des lignes brisées joignand y, alors d est une distance
et définit la méme topologie que la norme.

Démonstration : pas difficile du toutl

Définition 5 (Espace vectoriel produit) Le produit den espaces vectoriels,
muni de I'addition terme a terme et avec pour multiplicatiofzy, ..., z,) =
(A\z1,...,\.z,) est un espace vectoriel. On 'appekspace vectoriel pro-
duit.

Théoréme 6 L'ensemble des fonctions dé dans E, noté E4, avecE K-
espace vectoriel, est Uf-espace vectoriel. La somme de deux fonctions est la
fonction qui a un élément associe la somme des deux images, et le produjt d'un
scalaire par une fonction est la fonction qui a un vecteur associe le produit du
scalaire par I'image de ce vecteur.

Démonstration : La preuve est pas bien difficile.



Définition 7 (Sous-espaces vectorieldYyne partie d’'un espace vectoriel est
un sous-espace vectoriedle cet espace lorsqu’elle est non vide, stable par
addition et stable par multiplication par un scalaire.

On note qu’on peut se contenter de vérifier que la partie est non vide et gque si
etu sont des scalaires et siety lui appartiennent, alors.x + .y appartient aussi a
'ensemble.

Proposition 8 Un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel, et un espace
vectoriel inclus dans un espace vectoriel (et muni des lois induites bien s{r) est
un sous-espace vectoriel.

Les polynédmes de degré plus petit guesont un sous-espace de I'ensemble des
polynémes. L'espace des fonctions bornées sont un sous-espace vectoriel de I'espace
des fonctions del dansR. L'ensemble des suites bornéesest un sous-espace de
I'espace des suites d€ L'ensemble des suites presque nulleskdest aussi un sous-
espace vectoriel de I'espace des suiteKde

Proposition 9 Une intersection quelconque de sous-espaces vectoriels est un
espace vectoriel.

Cela permet d'introduire la définition suivante :

Définition 10 (Sous-espace vectoriel engendré)n appelle sous-espace
vectoriel engendré par une partiel l'intersection de tous les sous-espages
vectoriels contenandl. On la noteVect (A).




1.2 Applications linéaires

Définition 11 (Application linéaire) Une applicationf d'un K-espace vecto
riel vers un autre est unapplication linéaire si :

o flz+y)=f(z)+ f(y)

o f(\x) = A.f(x)

Une application linéaire est aussi appelé®rphisme d'espaces vectoriels
ou morphisme algébrique C’est en particulier un morphisme de groupes.
Une application linéaire bijective est appel@®morphisme une application
linéaire de ¥ dans E' est appeléeendomorphisme Un endomorphisme qui
est aussi un isomorphisme est appsléomorphisme L'inverse d’un isomor-
phisme est un isomorphisme, appisigmorphisme réciproque

On noteL(E, F) 'ensemble des morphismes dedansF'; c’est un sous-
espace vectoriel d&'¥. On note£(E) 'ensemble des endomorphismesfde
On notelsom(E, F) 'ensemble des isomorphismes Hedans F'. On note
Aut(FE) 'ensemble des automorphismes He il est noté GL(E) une fois
qgu’on I'a muni de la compositionGL(FE) est un groupe, appelgroupe li-
néaire.

La notationE ~ F' signifie qu’il existe un isomorphisme dedansF'.
L'image réciproque d'un sous-espace vectoriel par une application linéaire est
un sous-espace vectoriel. On ndter f et on appelleoyaude f I'image ré-
ciprogue de{0}, c’est un sous-espace vectoriel. Une application linéaire|est
injective si et seulement si son noyau €%}. On notera que le noyau d'un
application linéaire est le noyau du morphisme de groupes correspondant.
On noteld la fonction identité deF ; c’est une application linéaire et un
isomorphisme. On noténvf I' ensembles des invariants def ; Invf =
Kerf — Id. On noteOppf I'ensemble des vecteurs changés en leur op
posé, Oppf = Kerf + Id.

On appellehomothétie de rapport A d’un espace vectorielE I'application
T — AT,

1)

Quelques propriétés :
e On peut se contenter pour vérifier la linéarité d’une application d’assuref(que-+
wy) = A f(@) + p.f(y)
¢ L'image de0 par une application linéaire e&t
e L'identité est un automorphisme.
e L'image d'un sous-espace vectoriel par une application linéaire est un sous-espace
vectoriel. On notdm f I'image def, c’est un sous-espace vectoriel.
e La composée de deux applications linéaires est une application linéaire.
e L'application qui af associgyo f (resp.f og) est un morphisme d'espaces vectoriels.
e Ker fCKergof
e Imgo f=1Img
ego f=0sietseulementdim f C Kerg
o L'application qui a un polynéme associe son polyndme dérivé est un endomorphisme.



Définition 12 On appellen-ieme itérée def la fonction f™. f est ditnil-

potent si il existen tel que f* = 0. Le plus petitn convenable est appel
indice de nilpotencede f. On convient que l'indice de nilpotence d’'une fonc-
tion non nilpotente estoo.

D

Propriétés :
Si f est un endomorphisme nilpotent, algrs Id et f + Id sont des automorphismes.

Définition 13 (Définitions dans le cas d’'un espace vectoriel produit)
On appelle k-iéeme projection canonique d'un espace vectoriel produit
E; x ... x E, l'application qui a z dans le produit associe sa composante
dansEj.
On appelle k-ieme injection canonique d'un espace vectoriel produit
E; x ... x E, I'application qui az dansE}, associ€0, ..., 0,z, 0, ...0).

On notera que &f; estlinéaire dév; dansF;, alors(zy, ..., x,) — (fi(x1), ..., fu(zn))
est une application linéaire ; son noyau est le produit des noyaux.

1.3 Somme de sous-espaces vectoriels

1.3.1 Généralités

Définition 14 (Somme de sous-espaces vectoriel®n se donneft, ..., F,
des sous-espaces vectoriels de I'espace vectdriel'application ¢ qui a
(1, ...,zy,) associgz; + 2 + ... + x,) €st une application linéaire sur I'es
pace produitF; x ... x F,. L'image deg est appelésommedes sous-espaces
vectorielsFi, ..., F,,, et est notéd’; + ... + I, ou Zie[m] F;.

Propriétés :
e La somme de$; contient tous les;.
e L'espace vectoriel engendré par I'union désest leur somme.

Définition 15 (Somme directe de sous-espaces vectorielOn dit que la
somme dé, ..., F,, est unesomme directelorsque la fonctionp est injec-
tive. Au lieu de notep . F; on peut alors note€p F;

Propriétés :
e Cela revient a dire que tout vecteur de I'espace vectoriel somme s’écrit comme
somme d'un élément d&}, d’'un élément de,, ... , d'un élément de,,, cette dé-
composition étant unique.
e La somme est directe si et seulement si pour Jabif N >, ; F; = {0}.
e On peut encore simplifier ce critére ; la somme est directe si et seulement si pour tout



JEN 21:1..3‘—1 F; = {0}.

1.3.2 Espaces supplémentaires

ol Généralités

Définition 16 Deux sous-espaces vectoriels d'un espacsont ditssupplé-
mentaireslorsque leur somme est directe et égal& a

Propriétés :
e Deux espaces sont supplémentaires si et seulement si leur intersect{on essi
leur somme eskE.
e Deux espaces sont supplémentaires si I'applicatibroir la définition d’'une somme
de sous-espaces vectoriels) est bijective.
e Deux sous-espaces vectoriels qui sont supplémentaires d’'un méme sous-espace vec-
toriel sont isomorphes - preuve en considérant la projection sur le supplémentaire en
guestion par rapport a I'un des deux sous-espaces ; un espace supplémentaire du noyau
est isomorphe a I'image, d’'ou le résultat - les définitions nécessaires arrivent plus bas).
Exemples :
DansK", I'espace vectoriel engendré par un vecteyr ..., a,,) est supplémentaire de
'espace vectoriel de@ey, ..., z,,) tels quea;.z; + ... + a,.2, = 0.

@ Applications aux applications linéaires. Projections, symétries.

Théoréme 17 Deux applications linéaires ayant les mémes restrictions a deux
espaces vectoriels supplémentaires sont égales.

Etant données deux applications linéaires définies respectivement dians
G et deF, dansG, aveck; et Fy deux supplémentaires de, il existe une
et une seule application linéaire dont les restrictiong'a et F, soient ces
applications.

Proposition 18 Etant donné un sous-espace vectofiel f une application
linéaire, alorsKer fjg = Ker fNH

Théoréme 19 (Théoréme noyau-imageYm f est isomorphe a tout supplé
mentaire deier f.

Démonstration : Il suffit de considérer la restriction déa un supplémentaire de
Ker f, etde montrer l'injectivité et la surjectivit@.

10



Définition 20 (Projection) On a vu que dans le cas duetG étaient des es
paces supplémentaires dig pour toutz: il existait un unique f, g) € F xG tel
quex = f + g. On appelleprojection sur F' parallélement &G I'application
qui ax associef.

Définition 21 On dit qu’'un endomorphismgestidempotentlorsquefo f =
f. Un endomorphisme idempotent est aussi appeigecteur.

Propriétés :
Etant donné projecteur, on a :
e E=Kerp®Imp
e nup=Imp
On note qu’une projection est un projecteur.

Proposition 22 Un projecteurp est en fait la projection sufm p paralléle-
ment aKer p.

Démonstration : Il suffit de considérer les propriétés ci-dessus, elles-mémes faci-
lement démontrables.

Proposition 23 Id — f est un projecteur si et seulementfsést un projecteur.

Démonstration : 1l suffit de développetld — f)2.0

Définition 24 (Projecteurs associésPeux projecteurs sont difsrojecteurs
associégorsque leur somme est l'identité.

Proposition 25 Si f etg sont deux projecteurs associés, alérs f = Ker g
etImg = Ker f.

Définition 26 (Symétrie) A et B étant supplémentaires, on appesigmétrie
par rapport a A parallélement aB 'endomorphismes tel ques|4 = Id et
S\B = —Id.

On a vu plus haut qu’un endomorphisme pouvait étre défini par ses restrictions sur
deux espaces supplémentaires.

11



Définition 27 (Involution) Un endomorphisme¢ est uneinvolution lorsque

fof=Id.

Définition 28 Une symétries et un projecteup sont ditsassociédorsques =
2.p— Id.

C’est le cas lorsque et p se font par rapport au méme espace et parallélement au
méme espace.

Propriétés :
e Une symétrie est une involution
e Etant donnée symétrie,F = Inv s ® Opp s
e s est la symétrie par rapport/av s et parallélement &pp s.
e Toute symétrie est associée a un projecteur, et tout projecteur est associée a une sy-
métrie.

o Dilatations, transvections

Définition 29 Soit H un hyperplan d’un espace vectorigl, et D une droite
supplémentaire dé/. On appelledilatation d’hyperplan H, de direction D

et de rapport ) I'application linéaire dont la restriction ai est I'identité et
dont la restriction aD est I’homothétie de rappork.

SoitH un hyperplan d’'un espace vectorig| eth une forme linéaire de noya
H. On appelldransvection d’hyperplan H une application d&& dansE de
la forme

j =

x—x+ h(zx)u

pour un certainu dansH.

Ne pas se méprendre sur la notion de transvection d’hypeflail existe
plusieurs transvections différentes d’hyperplin

Rappelons que la propositi®? signale que&L(E) est engendré par les transvec-
tions et les dilatations, et qu¥L(F) est engendré par les transvections.

12



1.4 Espace vectoriel quotient

1.4.1 Généralités

Définition 30 Soit F' un sous-espace vectoriel de Alors la relation définie
par
TRy <= z—yeF

est une relation d’équivalence compatible avec I'addition et le produit exte

espace vectoriel quotienet est noté” .

Propriétés :
e La surjection canonique quizaassociet est linéaire. Son noyau eBt
¢ Si F et G sont supplémentaires, alaisest isomorphe &, .

1.4.2 Application aux applications linéaires

Théoréme 31 Etant donné une application linéairg de E dansF, alors f
s'écrit de maniére uniqu¢ = i o b o s, avecs la surjection canonique d&
dansE) ., f, i I'injection canonique dedm f dansF’, etg un isomorphisme
deE/ k., y dansimf.

Démonstration : Facile!O

13

rne.

L'ensemble quotient est un espace vectoriel pour les lois induites ; il est appelé



1.5 Translations - espaces affines

Pour plus d’informations on pourra consulter la pattie

Définition 32 (Translations) On appelletranslation de vecteum I'applica-

tion d’'un espace affin& dans lui-méme qui & associer + a. On note7 (E)

'ensemble des translations de

On appellesous-espace affinde I I'image d’un sous-espace vectoriel de
par une translation dev.

On appelledirection d'un sous-espace affindensemble des — y pour x et
y dans I'espace affine.

On dit qu'un sous-espace affineestparalléle & un sous-espace affirigsi et
seulement sil est vide ou la direction dé est incluse dans la direction de.

On dit que deux sous-espaces affines pandlleless’ils sont non vides et ont
méme direction.

On dit que deux sous-espaces affines stiittement paralléless’ils sont non
vides et ont méme direction et sont distincts.

Propriétés :
e (T(E),o) est un groupe commutatifZ (E),o) ~ (E, +).
¢ Un sous-espace affine decontient0 si et seulement si c’est un sous-espace vecto-
riel (en le munissant des lois induites).
e Si un espace affind est de la forme + F, alors il est aussi de la forme+ F' pour
toutz de A.
e Le sous-espace affinéest égal &+ F', aveca quelconque dand, et F' la direction
de A.
e Etant donnési et B deux espaces affines,c A etb € B, de direction respectives
FetG,alorsANB#0) < b—ac€ F+G
¢ Etant donnés deux espaces affines d’intersection non vide, l'intersection est un es-
pace affine de direction I'intersection de leurs directions.
e Si A est paralléle B alorsAN B =(ouA C B.

14



1.6 Familles libres. Familles génératrices. Bases

1.6.1 Geénéralités

Définition 33 Un élément: de I'espace vectorieE est ditcombinaison li-

néaired’une famille(z;);c; d’éléments dé si il existe un entien, unn-uplet
(A1, ..., Ap) d'éléments d&, et unn-uplet(iq, ..., i,,) d’éléments dd tels que
T = Zlgjgn )\jxij'

Un élément: est ditcombinaison linéaired’un sous-ensemblé de E si x est
combinaison linéaire d’une famille d’éléments de

Une famille d’éléments d’'un sous-espace vectdrielst ditefamille généra-
trice de F si I'espace vectoriel engendré par cette famille Est

Une famille d’éléments d& est ditefamille libre si une combinaison linéaire
de cette famille est nulle si et seulement si chaguest nul.
Une famille est ditéamille liée quand elle n’est pas libre.

Propriétés :
¢ L'image d'une famille génératrice d€ par une application linéairg est une famille
génératrice d¢ (F).
e L'ensemble des combinaisons linéaires4lest I'espace vectoriel engendré phr
o Toute famille contenant le vecteur nul est liée.
e Les éléments d'une famille libre sont deux a deux distincts.
e Une famille est liée si et seulement si un de ses éléments est combinaison linéaire des
autres.
e Une famille est liée si et seulement si un de ses éléments appartient a I'espace vecto-
riel engendré par les autres.
e Toute sous-famille d’'une famille libre est libre.
o Toute sur-famille d’'une famille liée est liée.

Théoreme 34 ¢ L'image d’'une famille liée par une application linéaire est
une famille liée.
e L'image d’'une famille libre par une application injective est une famille libre.

Le théoreme suivant, facile a démontrer, est fondamental pour la suite.

Théoréme 35 ¢ Etant donnée une famille libre et un élément appartenant a
I'espace vectoriel engendré par cette famille, alors cet élément s’écrit dg ma-
niére unigue comme combinaison linéaire d’éléments de la famille.
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Définition 36 (Base) Une base d’un espace vectorigl est une famille libre
et génératrice.

Proposition 37 Une famille est une base si et seulement si c’est une famille
libre maximale (au sens de l'inclusion).

Démonstration : Si elle est pas maximale, on peut ajouter un élément tout en la
laissant libre ; on en déduit que ce n’est pas une famille génératrice. Si elle n’est pas
génératrice, alors on peut ajouter un élément n'appartenant pas a I'espace engendré;
cette nouvelle famille est aussi libre, donc la précédente n’était pas maximale.

Proposition 38 Une famille est une base si et seulement si c’'est une famille
génératrice minimale.

Démonstration : Méme principe que la preuve ci-dessus.

Définition 39 Etant donnée une basg;) d'un espace vectorieF' et un
élémentx de F, il existe une unique famill¢\;) de support fini telle qug
x =Y \e;. Les); sont appelésoordonnéesiu vecteurr.

1.6.2 Applications aux applications linéaires

Théoreme 40 Etant donné€ f;);c; une base dé' et (g;);c; une famille de
G, il existe une unique application linéaigede F' dansG telle quef(f;) = g;
pour touti € I.

o La famille (g;) est libre si et seulement giest injective.

o La famille (g;) est génératrice si et seulementfsést surjective.

e La famille (g;) est une base d€ si et seulement i est bijective.

1.6.3 Applications aux sous-espaces vectoriels

Proposition 41 L'ensemblef(FE) des endomorphismes demuni de I'addi-
tion, de la composition, et de la multiplication par un scalaire, est une algebre.

Attention, cette algébre n’est pas commutative (en général).
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1.7 Dualité

1.7.1 Définitions et premiéeres propriétés. Le dual et le bidual

Définition 42 On appelldorme linéaire sur unK-espace vectoriel’ une ap-
plication linéaire deE’ danskK.

On appelledual d'un K-espace vectorieE I'ensembleE* des formes li-
néaires sur cet espace vectoriel.

On appellehyperplan tout sous-espace vectoriel admettant une droite pour
supplémentaire.
On appellebidual d’un K-espace vectoriel le dual de son dual. On le note
E**,

On appelleapplication linéaire canoniquede E dansE** I'application qui
a x associep, : u — u(x) (on vérifiera facilement que c’est une application
linéaire).

Propriétés :
e Une forme linéaire non nulle est surjective.
e Un sous-espace vectoriel est un hyperplan si et seulement si tout droite vectorielle
passant par un vecteur appartenant a son complémentaire est un supplémentaire de cette
droite.
e Un sous-espace vectoriel est un hyperplan si et seulement si c’est le noyau d’'une
forme linéaire non nulle.
e Deux formes linéaires non nulles sont liées (dans le dual) si et seulement si elles ont
méme noyau.
e Etant données etv des formes linéaires s, il existe A € K tel queu = v si et
seulement sker u C Ker v.

1.7.2 Orthogonalité

Définition 43 Etant donnéx dansE et u dans E*, on dit quez et u sont
orthogonauxsi et seulement si(z) = 0

Etant donnée une partie non videde E, on appelleorthogonal de A dans
E* eton noted* 'ensemble des orthogonaux a tous les éléments die
Etant donnée une partie non videde £* on appelleorthogonal de A dans
E et on noted® I'ensemble des orthogonaux a tous les éléments dle

Propriétés :
J'utilise le terme orthogonal sans plus de précision lorsque la propriété vaut a la fois
dans le cas de I'orthogonal d’'une partiefd@ans le dual et dans le cas de I'orthogonal
d’une partie du duak’* danskE.
Il n'y a pas ici de bidualité ; I'orthogonal d’une partie du dugl est a considérer dans
E.
e L'orthogonal d’'une partie est I'orthogonal de I'espace engendré par cette partie.
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e L'orthogonal d’une partie est un sous-espace vectoriel.

e Toute partie est incluse dans I'orthogonal de son orthogonale.
e A C B alors I'orthogonal de&B est inclus dans I'orthogonal dé.
e L'intersection des orthogonaux est I'orthogonal de I'union.

Attention, ne pas confondre I'orthogonal de I'orthogonaldel - et I'ortho-
gonal de 'orthogonal del AL

1.8 Transposition

Définition 44 Etant donnég une application linéaire d& dansF’ on appelle
transposée def I'application de F’* dansE* qui av associev o f. C'est une
application linéaire, et on la notéf.

Propriétés :
e L'application qui af associ€ f est une application linéaire.
el(gof)="fo'yg
o'ldr = Idg-
e Si f est un isomorphisméf est un isomorphisme, &tf 1) = (*f)~!
o Ker'lf=(Imf)*:
e f est surjective si et seulement giest injective.

1.9 K-algebres

1.9.1 Définitions et généralités

Définition 45 (K-algébre) (A, +, x,.) est unek-algébresi

e (A, +,.) estunK-espace vectoriel

e (A, +, x) estun anneau

o (Aa)xb=ax(\b)=A\(axb)

La K-algébre est en outreommutative lorsque x est commutative.

L'ensembles des suites a valeurs d&hest unkK-algébre commutative. L'espace
vectoriel des applications dé dansk est unek algebre commutative.

Définition 46 (Morphisme deK-algébres) Un morphisme d’algébre est
une application qui est a la fois un morphisme d’anneaux sur les anneaux

sous-jacents et un morphisme d’espaces vectoriels sur les espaces vectoriels
sous-jacents.
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1.10 Résultats d’algebre linéaire

e L'union de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel si et seule-
ment si I'un des deux est inclus dans l'autre.

e Etant donnés deux projecteurs, la somme est un projecteur si et seulement si les
composés de ces projecteurs (dans les deux sens, la composition n’étant pas commu-
tative) sont nulles. Dans ce cas le noyau de la somme est l'intersection des noyaux, et
'image de la somme est la somme directe des images.

e Etant donnéd” et G des espaces vectoriels et g des vecteurs alors+ F C
g+ Gsietseulementst CGA f—geQ@q.

Définition 47 On appellehomothétie vectorielle de rapportk I'application
qui &z associek.z ; un endomorphismg est une homothétie vectorielle si et
seulement si pour tout la famille (z, f(z)) est liée.

Démonstration : On procede par étapes :
o tout d'abord montrer que pour toutil existek,, € K tel quef(z) = k,.z.
e ensuite montrer quk, est constant sur toute droite vectorielle.
o développerf(z + y) avec(z, y) une famille libre. On en dédulkt, = k,.0

e La famille des fonctiong,, deR dansR qui ax associel sixz > aet0siz < a
est libre.

Démonstration :  On suppose qu’une telle fonction est combinaison linéaire d'un
nombre fini d’autres fonctions, et on constate que la fonction doit étre continue la ou
justement elle ne I'est pasl..

1.11 Exercices d’algébre linéaire

Quelques résultats pour s’habituer aux manipulations sur les polynémes d’endo-
morphismes et aux sommes d’'espaces :

f2=5.f+6Id=0— E=Ker(f —2.1Id) ® Ker(f — 3.1d)
(f est un endomorphisme)
Pour s’habituer aux manipulations sur les noyaux et les images :
(f est un endomorphisme)
Ker f = Ker f? <= Im fNnKer f = {0}
Im f=1Imf?> < Imf+ Ker f = {0}
n +— Ker f™ est croissante
n +— Im ™ est décroissante
In/Ker f* = Ker f"*' - Vk > n Ker f, = Ker f,
In/Im f* =Im f"* = VEk>nlIm f=1Im f,
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Chapitre 2

Algebre multilinéaire

Pour la suite il est utile de connaitre quelques bases,suque I'on trouvera a la
parti€??. Les premiéres sections, de type fondements théoriques pour la suite, sont un
juste rapidement ébauchées.
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2.1 Généralités

Définition 48 (Application multilinéaire) Soient £y, ... , E, et F des
K-espace vectoriel , alorg : Il;c; 2 — F estn-linéaire si pour tout
(x;) dansIlE; et toutj 'application x — f(z1,...,xj-1,2, T 41, ..., Zn) €St
linéaire.

SiE| = By = ...F, ontdit quef est uneapplication n-linéaire sur E.

Si F' est le corp<K, alors f est diteforme n-linéaire.

On noteL,,(E, F) I'ensemble des applicationslinéaires deF dansF.

On note L, (FE) I'ensemble des formes-linéaires sur E, c’est a dire

L,(E,K).
Etant donnéf ¢ L, (E,F) eto € o, on notef, I'application n-linéaire
(@150 2n) = f(To(1), To(2)s - To(n))-

Une applicationn-linéaire est ditesymétrique si pour touto f, = f.

Une application-linéaire est diteantisymétrique si pour touto f, = e(s).f.
Une applicationn-linéaire est ditealternée si ¢ # j etx; = x; implique
fz1,...,xn) = 0.

On noteS,, (E, F) 'ensemble des applicationslinéaires symétriques d&
dansF et A, (E, F) 'ensemble des applications-linéaires alternées dé&
dansF.

On noteS,, (E) I'ensemble des formeslinéaires symétriques sut et A,,(E)
I'ensemble des formeslinéaires alternées suf.

Une applicatiorp-linéaire n’est pas une application linéaire.

Proposition 49 ] e L,,(E, F') est uriK-espace vectoriel , sous-espace vectoriel
deFF".

e f est symétrique si et seulement si pour toute transpositibn= 1.

e f est antisymétrique si et seulement si pour toute transpositign= — f.

Démonstration : Premier point évident, les deux points suivants demandent juste
de se rappeler que les transpositions engendrer®n pourrait en fait utiliser d’autres
familles génératrices.

Proposition 50 Une applicationn-linéaire alternée est antisymeétrique ; &i
n'est pas de caractéristiqug la réciproque est vraie aussi.

Démonstration : Supposong n-lineaire, etr; = x;, aveci # j.

0= f(x1, 0, s + T, o0y T + T4y ooy Tny)

(car f est alternée)
0= f(Q?l, ceey Ljyeeey Lgy eeny J}n)

Ff(@1, s @iy ooy Ty ey )
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+f(x1, oy, Ty ey T
Ff(T1s e Ty Ty ooy T

(car f estn-linéaire) or f(z1, ..., Ti, -.os Tiy ooy Tn) = F(T1, 000y Tjy ooy Ty ooy Tpy) = 0
puisquef est alternée
doncf(z,....,xi, o Tj, ooy n) = —F(Z1, o0y Tjy ooy Tiy ooy T,

Par la propositiom9, le résultat alterné— antisymétrique est donc prouvé. La

réciproque est évidente, en utilisant la méme caractérisation de I'antisymétrie par la
proposition49.0

On suppose désormais gkeest un corps de caractéristioe2.

Théoréme 51 Soit¢ une formen-linéaire antisymétrique suf’ K-espace vec
toriel de dimensiom, ey, ..., e, une base dev, e, ..., e sa base duale et
x1, ..., T, Uune famille dex éléments dév.
Alors :

G(@1, oo n) = (Y €(s).TI7_ €5y (03))- B, s €0)

ocoy,

et

G(@1, oy n) = (Y €(s) €] (Vo(3)))-b(e1, ..r )

[egSTop%

Démonstration : On procéde en quatre étapes :
e On remplacer; par)_, e; (z;).e; dansp(zy, ..., xp).
¢ On développe en utilisant la linéarité suivant chaque composante, on obtient donc

> el (1).€], (22) e (1) 00y, v €5,

(1,.-,in)E[1,n]"

e On supprime tous les termes tels que le cardinglige.., i, } soit différent den, ce
qui permet d’introduire les permutations.

o |l ne reste plus qu'a remplacéXe;, , ..., e; ) pare(o).¢(eq, ..., en).

La deuxiéme formule s'obtient simplement en remplagapéro .0
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Définition 52 (Symétrisé et antisymétrisé d’'une formen-linéaire) Soit f
une formen-linéaire sur unkK-espace vectoriek.

Alors I'application S(f) égale &(z1, ..., xn) = >, c, fo(T1,..., 7,) €St AP-
peléesymétriséede f ; elle est symétrique

Alors l'application A(f) egale a(z1,...,xn) = >, €(0).fo(T1,..; Tn)
est appeléantisymétriséede f ; elle est alternée

L'application f — S(f) est appelé@pérateur de symétrisation
L'application f — A(f) est appelé@pérateur d’antisymétrisation.

Définition 53 (Produit tensoriel, produit symétrique, produit extérieur)
Soientfy, ..., f,, des formes linéaires sur [€-espace vectoriek.

On appelleproduit tensoriel de (f1, ..., ) I'application qui a (x4, ..., z,,)
associef(x1) X fa(x2)... X fn(z,). Onle notef; ® fo® ... ® fn.
L'aplication symétrisée du produit tensoriel est appgbéeduit symétrique
de(fi,..., fn);0nlanotef;.fo.. ... fn.

L'application antisymétrisée du produit tensoriel est appghéaduit exté-
rieur de(f1,..., fn);0nlenotef; A fo A ... A fi.

Une application-linéaire exprimable comme produit tensoriel est dite déc
posable dand.,,(E).

Une applicationn-linéaire exprimable comme produit symétrique est dite
composable dans,,(E).

Une applicationn-linéaire exprimable comme produit extérieur est dite
composable dand,, (E).

Proposition 54 e Le produit symétrique de formes linéaires est symétriqug
e Le produit extérieur de: formes linéaires est antisymétriques.

e L'application qui an formes linéaires associe leur produit tensoriel gst
linéaire deE*™ dansL,,(F).

e L'application qui an formes linéaires associe leur produit symétrique

n-linéaire symétrique.

e L'application qui an formes linéaires associe leur produit extérieur ast
linéaire alternée.

Quelques théorémes donnés sans démonstration :

Théoréme 55 Soit E un K-espace vectoriel de dimension fimig(eq, ..., e, )
une base dé7, (e7, ..., e} ) sa base duale. On not€ I'ensemble des applica

tions def1, p] dans(1,n]. Pour toutf dansF on notee; = €} ;) ® €}y @
-+ @ €}, Alors la famille des:; pour f € F est une base d,(E).

bm-

lé-

est
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Définition 56 La base donnée par le théoréme précédent est appalseas-
sociée aley, ..., €).

Corollaire 57 La dimension dd.,,(E) est(dim E)™.

Théoreme 58 Soit F un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie n, (ei,..,e,) uUne base deFE, (e},..,e}) sa base duale
K est supposé de caractéristique nulle.

On note A I'ensemble des applicationg de [1,n] dans [0,p] telles que
S, f(i) = p. Alors on notee; = ] (D @ M),

Alors la famille des: pour f € A forme une base d&,(E).

Corollaire 59 La dimension deS,(E) est égale &7, ., ;-

Théoreme 60Soit EF un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie n, (ei,..,e,) une base deFE, (e},..,e}) sa base duale
K est supposé de caractéristique nulle.

On noteA I'ensemble des applicationsstrictement croissantes dé, p] dans
[1,n]. Alors on notezy = ef(1).€5(2)- - - - - ef(n)-

Alors la famille des:s pour f € A forme une base d&,(E).

Corollaire 61 Si E est unK-espace vectoriel de dimension finiest siK est
de caractéristique nulle, alorgim A,(E) = C?.

2.2 Algébre multilinéaire et topologie

Définition 62 Etant donnésks, ... , E, et F' des espaces vectoriels normés
, on noteL(En, ..., E,; F) 'espace des applications-linéaires continues de
Ey x ... x E, dansF'. On le norme parf — supy;|a,|<1l/f(z:); on obtient
ainsi un espace vectoriel normé .
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Théoréme 63 (Quelques théorémes (pas durs!) sans preuve)Soient £,
..., B, et F des espaces vectoriels normés , et ga@pplicationn-linéaire de
Ey,...,E, dansF'. Alors :

- f est continue si et seulementfsest continue ef

- f est bornée sur le produit des boules unités Hes

e Si F' est un espace de Banach, alof$F;, ..., E,; F) est un espace d
Banach.

e Etant donnéef application n-linéaire continue deFE; X ... x E,
dans F la différentielle de f en (z1,z2,...,2,) €st (h1,....,h,) —
f(h17x27 ,ZCn) + f(x17h271.37 ,l'n) + ...+ f(x17w27 "~71.n717hn)-

o L(Ey, Ey; F) ~ L(Eqy; L(Eo; F)).

11

2.3 Déterminants

2.3.1 Déterminant d’'une famille de vecteurs

On suppose” K-espace vectoriel de dimension finie

Définition 64 On appelledéterminant d’'une famille(z, ..., z,,) d’éléments
de E dans une basgey, ..., e,,) de E la somme :

Z G(U)H?:ﬁ:;(i) (i)
ocoy,

Onle notedet ¢, ... c,) (71, .., Tn).

n

Proposition 65 Si f estn-linéaire surFE, alors >
etantisymétrique.

€(0).f, estn-linéaire

oEoy

Démonstration : La somme est trivialementlinéaire, et I'antisymétrie se mo

facilement (on rappelle juste que la signature du produit de deux permutatio
produit des signatures de ces deux permutatians).

On suppose pour la suite qlen’est pas de caractéristig@e
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Théoréme 66 ¢ Etant donnée une bad¢de E, il existe une et une seule forme
n-linéaire alternée égale & sur B; c’estdetp(.).
e Les formesi-linéaires alternées sul’ sont égales a multiplication par un
scalaire prés.

Démonstration : e Il est clair quedetg(B) =1
e La proposition précédente nous assure diig; (.) estn-linéaire alternée.
e Le théoremé1 nous assure le deuxieme point.

En conclusion, on a les propriétés élémentaires suivantes du déterminant dans une
baseB :

Proposition 67 e Le déterminant esi-linéaire alterné.

e On ne change pas le déterminant desen ajoutant a un des; une combi-
naison linéaire des autres; .

e Le déterminant dg(xy,...,xz,) est égal ae(o) fois le déterminant de
(xg(l), ceey xg(n)).

[ ] detB = detB(B’).detB/

° detB(B’).detB/(B) =1

o La famille desz; est une base si et seulemendsip(x1, ..., z,) # 0

Démonstration : (simplement du dernier point, les autres se montrant facilement
I'un aprés l'autre)
Si c’est une base, alors on applique la formule juste au dessus pour conclure que le
déterminant est non nul.
Si le déterminant est non nul, alors supposons la famille liée, on peut ajouter a un vec-
teur une combinaison linéaire des autres et on a ainsi une famille dont un vecteur est
nul, et donc le déterminant devrait étre aul.

2.3.2 Déterminant d’'un endomorphisme

E est toujours urkK-espace vectoriel de dimension fimiesur un corp&K de carac-
téristique différente de deux.

Définition 68 On appelledéterminant de I'endomorphisme f le détermi-
nant def(B) dans la base3 ; on le notedet f.

On appellegroupe spécial linéaire deF I'ensemble des endomorphismes|de
E de déterminant ; on le noteSL(E).

Démonstration : Il convient pour que la définition ait un sens de démontrer que
ce déterminant ne dépend pas de la ias®n suppose donc données deux bdses
B’, et on montre quéet(f(B)) = detp (f(B')).
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e La fonction qui & urm-uplexz € E™ associelet g (f(x)) estn-linéaire alternée, donc
c'est)\.detpg.
e En spécialisant e® cette égalité, on obtient

detp(f(z)) = detp(f(B)).detp(x)
e Or par les propriétés du déterminant on a
detp(x) = detg(B').detp/ (x)

detp(f(z)) = detg(B').detp (f(z))
e Des deux points précédents on déduit
detB(B').detB/(f(:v)) = detB(f(B)).detB(B').detB/ (.’E)

c'est-a-direletp/ (f(z)) = detp(f(B)).detp: (z), etdonalet’y (f(B’)) = detp(f(B))
en spécialisant eB’.00

Proposition 69 e det f o g = det f.det g

e f est un automorphisme si et seulementesi f # 0

o Sidet f # 0, alors f est un automorphisme gét f 1 = dei 7
e det est un morphisme de groupe entfé.(E) etK \ {0}.

e SL(E), puisqu'il est le noyau du déterminant, est un sous-group& bgv)

2.3.3 Déterminant d’'une matrice

On travaille encore dans un corisde caractéristique différente de

Définition 70 On appelledéterminant d'une matrice carréeVl le détermi-
nant de 'endomorphisme canonique associf @anskK”™. On le notedet M
ou|M|.

On appellegroupe spécial linéaire d’ordren et on noteSL,,(K) I' ensemble
des matrices de déterminant égal a

Proposition 71 Le déterminant d’'une matrice est aussi le déterminant de ses
vecteurs-colonnes ou de ses vecteurs-lignes dans la base canoniktte de

Les propriétés suivantes se déduisent facilement des propriétés équivalentes chez
les endomorphismes ou les familles de vecteurs :
e Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.
e Le déterminant du produit est le produit des déterminants.
e SL,(K) est un sous-groupe d&L, (K), noyau du déterminant en tant que mor-
phisme de groupe d8L,,(K) versK \ {0}.
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e Deux matrices semblables ont méme déterminant.

Proposition 72 Le déterminant d’'une matrice triangulaire est égal au produit
des éléments diagonaux.

Démonstration : Il suffit de voir que seule la permutation identité est telle que
pour touti M, ; ; Soit non nuld

2.3.4 Pratique du calcul d’'un déterminant ; développement suivant
une ligne ou une colonne

Le point de vue adopté ici est celui du calcul du déterminant d’'une matrice de type
(n,n) sur un corpsK; bien sar il faut bien voir qu’il en va de méme du calcul du
déterminant d’'un endomorphisme ou d’'une famille de vecteurs dans une base.

Pour la suite il est nécessaire d’avoir lu le début de la parielQ

Proposition 73 (Développement suivant une colonne)

VJ € [l,n]detM = Z ’Yi,j-Mi,j

1€[1,n]

Démonstration : Il suffit de se rappeler que le déterminantedinéaire

Proposition 74 (Développement suivant une ligne)

Vi € [l,n}detM = Z 7i,j~Mi,j
J€t,n]

Démonstration : Il suffit de se rappeler quéet M = det tM.0

Proposition 75

det M = det com(M) = (detM)"~!

Démonstration : e Si M est inversible et pas/, alorsM.M = (det M).I = 0
et donc)M = 0, etdoncM = 0, d’ou contradiction.
e Si M et M ne sont pas inversibles ni 'une ni l'autre, alors les déterminants sont
égaux &), et I'égalité annoncée est vérifiée.
e Si M estinversible, alors
M.M = (det M).I

det (M.M) = det((det M).I)
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det (M).det M = (det M)"
det M = (det M)"*

D’ou le résultat annoncBé.

2.4 Algebre bilinéaire

On travaillera avec un corfds sympathique, commg ou C.

2.4.1 Formes bilinéaires

© Le cas général

Définition 76 On appelleforme bilinéaire sur E' une forme multilinéaire de
Lo(E).
Etant donnée une forme bilinéaire on notes I'application (z, y) — ¢(y, z).

Il est immédiat quep est symétrique s =t ¢, et que¢ est antisymétrique si

‘6= —0.

Proposition 77 e L’application qui a¢ associ€’ ¢ est un automorphisme in
volutif de Ly (E).

e Lo(E) est somme directe des deux sous-espace vectorig (de) respecti-
vement constitués des formes bilinéaires symétriques et des formes bilinéaires
antisymétriques. On a en fajt= a + s avecs = 4% ¢ = ¢*Tf¢, a antisy-
métrique, et symétrique.
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[ Le cas de la dimension finie - expression matricielle

On travaille maintenant aveE K-espace vectoriel de dimension finie On se
donne une basg, ...e,,) une base dé&.

Définition 78 Etant donnép une forme bilinéaire su¥, on appellematrice
de ¢ dans la basel3 la matrice M définie par

M;; = ¢(es, ej)

On lanoteMat g (¢).
Réciproquement, on appefierme bilinéaire sur E associée a la matricél/
et a la baseB l'application ¢ définie par

é(r,y) =" X.M.Y

avecX le vecteur défini paX; = e} () etY le vecteur défini pal; = e (y).
La forme bilinéaire canoniquement associée a une matfvioge type(n, n) est
la forme bilinéaire associée a cette matrice da&ispour la base canonique.

Proposition 79 Avec M la matrice de¢ dans la base3, avec X le vecteur
défini parX; = e (z) etY le vecteur défini pat; = ef(y), on a

é(z,y) =" X.M.Y

Démonstration: Il n'y a qu'al’écriren

Corollaire 80 La matrice d€ ¢ est la transposée de la matrice de

Proposition 81 Etant donnéeB une base de&, I'application qui a une ma-
trice associe la forme bilinéaire associée dumpour B est un isomorphisme.

Corollaire 82 dim Ly(E) = n?

Proposition 83 Etant donnéeB et B’ deux bases d&, alors

Matp: (¢) =t PB,B’-MatB((Zﬁ)PB,B’

Démonstration : EvidentO
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Au vu de ce résultat, on comprend l'intérét d'introduire la définition suivante :

Définition 84 Deux matricesP et  sont ditescongruentessi il existe M
inversible telle queP? = MQM.

Proposition 85 e La congruence est une relation d’équivalence
e Deux matrices sont congruentes si et seulement si elles représentent lajméme
forme bilinéaire dans deux bases différentes
e Deux matrices congruentes ont méme rang

Deux matrices congruentes n’ont pas nécéssairement méme déterminant.

2.4.2 Formes quadratiques

© Le cas général

Définition 86 On appelleforme quadratique associée a la forme bilinéaire
¢ l'application z — ¢(x, z).

Une application de&? danskK est ungorme quadratique sur E si et seule-
ment si c’est la forme quadratique associée a une certaine forme bilinéaire.

Proposition 87 Soitq une forme quadratique, alors
a(z +y) +q(z — y) = 2(¢(z) + q(y))

(voir figure2.1)

Démonstration : Il suffit de développer la formule en considérar laquelle est
associg;.0

Proposition 88 L'application qui a une forme bilinéaire associe la forme qua-
dratique qui lui est associée est une application linéaireCdéF) dans I'en-
semble des fonctions de danskK. Son noyau est 'ensemble des applications

bilinéaires antisymeétriques, et elle induit un isomorphisme de I'ensemble des
applications bilinéaires symétriques shrsur I'ensemble des formes quadrga-
tiques.

Démonstration : e Le fait que cette application soit linéaire est évident.
e Montrons que si sa forme quadratique associée est nulle,@kstantisymétrique.
Pour toutz et touty ¢(z + y,z + y) = ¢(z,2) + ¢(y,y) + ¢(x,y) + ¢(y,z); donc
si pour toutz ¢(z, z) = 0, alors¢(z,y) + ¢(y,z) = 0. D'ou le résultaty
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Xty

FiG. 2.1 — Formule du parallélogramme. La somme des carrés des diagonales est égale
a la somme des carrés des cOtés.

Définition 89 Etant donnéeg une forme quadratique sur E, I'unique forme
bilinéaire symétrique telle que pour tout: ¢(x) = ¢(z, x)i est appelédorme
polaire deg.

Proposition 90 Les formules suivantes permettent de déterminer la forme po-
laire ¢ associée a une forme quadratiqye
o ¢(z,y) = $(q(z +y) — q(x) — q(y))

e d(z,y) = (e(z +y) —q(z —y))

Définition 91 (Orthogonalité) Etant donnéeg une forme quadratique et
sa forme polaire :

e 1z ety appartenant & sontorthogonauxsi et seulement g(x,y) = 0

e deux partiesX etY de E sont ditesorthogonalessi et seulement si tout
dansX et touty dansY sont orthogonaux.

¢ On appelleorthogonal d’une partieX de E et on noteX* I'ensemble des
éléments orthogonaux a tous les élémentXde

e On appellenoyau de g I'orthogonal deE (a ne pas confondre avec le cone
isotrope dep) ; on le noteN(q).

e On appellecone isotrope deg et on noteC(q) 'ensemble des: tels que
q(z) = 0 (& ne pas confondre avec le noyaugleUn élément du cone isotrope
est appelé&ecteur isotrope

e Un sous-espace vectoriel dg est ditisotrope si la restriction deq a ce
sous-espace vectoriel est dégénérée.

e Un sous-espace vectoriel de est dittotalement isotropesi la restriction
deq a ce sous-espace vectoriel est nulle.

e Une forme quadratique est dit#8généréesi son noyau n'est pas réduit
{0}.

e Une forme quadratique est ditEfinie si son cone isotrope est réduit{a}.
e Une forme quadratique sur unR-espace vectoriel est ditepositive (resp.
négative lorsque pour toutr on ag(x,z) > 0 (resp.q(x, =) < 0).

Vg
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Proposition 92 e Un sous-espace vectoriel est isotrope si et seulement sj il a
une intersection non réduite{@} avec son orthogonal.
e Un sous-espace vectoriel est totalement isotrope si et seulement si il estjinclus
dans son orthogonal.
e L'orthogonal d’'une partie deiZ est I'orthogonal du sous-espace vectorjel
engendré par cette partie.

e AvecX etY des parties d&, X C Vect(Y) — Y+ c X+




espace vectoriel (il contient le sous-espace vectoriel noyaiL de

La restriction d’'une forme quadratique non-dégénérée a un sous-espace vectoriel
n'est pas nécéssairemenin-dégénérée.

Proposition 94 Le cone isotrope est un cbne, c'est a dire quisotrope —
.z isotrope pour tout\ dansk.

Définition 95 (Familles orthogonales et orthonormales)Une famille (z;)
de vecteurs d& est diteorthogonalesi¢ # j implique¢(z;,z;) = 0.

Une famille(z;) de vecteurs d& un C-espace vectoriel est ditéduite si elle
est orthogonale et 8h(x;, ;) = X1,rg(q) (%)

Une famille(z;) de vecteurs d&= un R-espace vectoriel est diteééduite si
elle est orthogonale et §i(x;, ;) = X1,5(%) — Xp+1,r¢(¢) () POUr UN certain
p dans{0, 7g(q)].

Une famille(z;) de vecteurs d& est diteorthonormale si ¢(x;, z;) = d; ;.
Une matrice réelle ou complexe de type n) est diteorthogonale si la fa-
mille de ses vecteurs colonnes forme une famille orthonoroel&”.

Proposition 96 e Une famille orthogonale sans vecteur isotrope est libre.|En
particulier si g est définie une famille orthogonale de vecteurs non nulg est
libre.

e Une famille orthonormale est libre.

Démonstration : ¢(> -, Xi.xs, ;) = Ai.o(xs, x;), €tc...O0

[ Le cas de la dimension finie - expression matricielle

On suppose qu8 = (e, ..., e,) estune base dB.

Définition 97 On appellematrice d’une forme quadratique dans une base
B la matrice de sa forme polaire dans la baBe

On noteMat g (q) la matrice de la forme quadratiqugdans la bases.

On appellerang deq la rang de sa matrice dans une base quelconque (le rang
est indépendant de la base).

On appellediscriminant d’'une forme quadratique dans une bas& le dé-
terminant de la matrice de dans la base3.

Le discriminant dépend de la base.
Le troisieme point appelle une preuve, que voici ci-dessous :
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Proposition 98 MatB/(q) =t PB,B/.MatB(q).PB,B/

Démonstration : Il suffit d'aller voir la démonstration équivalente pour les formes

bilinéaires, er?.4.1.0

Deux matrices congruentes ayant méme rang, la définition ci-dessus est donc cohé-

rente.

,onaq(z) =t X.Matg(q).X.

Proposition 99 Etant donnés: dansE et X le vecteur défini paX; = e} (z)

Démonstration : Il suffit de considérer la forme polaire deet de consulter la

partie2.4.1.0

Proposition 100 Un polynéme de degr€ 2 enzy, ..., z,, est une forme quat
dratique surK™.

Pour obtenir sa forme polaire, on remplace chagyer; par z;.y;, et chaque
z;.x; par 3 (z;.y;+x;.y;) ; le polynéme etfz; ) et(y;) est une forme bilinéaire
symétrique suK", et est la forme polaire du polyndme.

Proposition 101 Le noyau d’'une forme quadratique en dimension finie est le

noyau de I'endomorphisme ayant méme matrice (dans la méme base).
La dimension d&” est la somme du rang deet de la dimension du noyau de

q.

Démonstration : Evident, il n'y a qu'a I'écrirel

Proposition 102 e Une base est orthogonale si et seulement si la matriag de
dans cette base est diagonale.
e Une base est orthonormale si et seulement si la matricedins cette base

est l'identité.

174

Démonstration : EvidentO

Le théoréme suivant est trés important :

Théoréme 103 Pour toute forme quadratique suf de dimension finie, i
existe une base dg orthogonale pouy,.
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Démonstration : On montre ce résultat par récurrence :
e Le casn = 1 est trivial.
e Si g est nulle, le résultat est clair; sinon on choisitnon isotrope, et on noté&
I'orthogonal dee; . Tout vecteur: s'écrit

r=¢€ K.Sl ¢(€1,l’)
N—— Q(el)

d)(elvm) e
qler) o

.el+€ef‘:c—
N

doncFE = K.e; @ H. |l suffit alors d’appliquer I'hypothése de récurrence ur

Corollaire 104 Pour tout forme quadratique sur E K-espace vectoriel de
dimensiom, il existep € [1,n] etAq,..., A\, dansK \ {0} et fi,...,f, dansE*
tel que

e les f; forment une famille libre

o q(z) =327 Ni-fix)?

En outre,p est unique et est égal au rang ge

Démonstration : Il s’agit simplement de la traduction du théoréme précédent.

On en déduit les deux corollaires suivants, I'un dans lekcas C, I'autre dans le
casK =R:

Corollaire 105 (CasK = C) Pour tout forme quadratique sur E K-espace
vectoriel de dimension, il existep € [1,n] et f1,...,f, dansE* tel que

e les f; forment une famille libre

e g(z) = ?:1 fz(m)Q

En outre,p est unique et est égal au rang ge

Démonstration : Il suffit de voir dans le corollaire précédent que I'on peut multi-
plier f; par une racine carrée de.O0

Corollaire 106 (CasK = R) Pour tout forme quadratique sur E K-espace
vectoriel de dimension, il exister € [1, n] etp dans[1,r] et f1,....f, dansE*
tel que

e les f; forment une famille libre

e q(z) = ?:1 fz(x)z - Z;:p.t,_l fv(‘r>2

En outre,r est unique et est égal au rang deetp est unique.

Démonstration : Il suffit de voir que I'on peut multiplierf; par une racine carrée
de ﬁ ; il ne reste alors plus qu’'a montrer I'unicité dePour cela, on considérde p
maximal possible, et le p minimal possible ; on note= ¢ — w.

Alors e ¢ est définie positive sur un espace de dimension
e g est définie négative sur un espace de dimension
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On déduit facilement que :

e ces deux espaces sont en somme directe, dent < r

ep<s
or—p<t
Doncsip < s,p+r—p < r,etsir—p

< t,p+r—p < r,donc nécéssairemept= s.0

Encore un corollaire dans le cadre d’une forme quadratique définie pasitive

tel que

o q(x) =3 filx)

Corollaire 107 (CasK = R et ¢ définie positive) Pour tout forme quadra-
tique ¢ sur £ K-espace vectoriel de dimensian il existe f1,...,f, dansE*

e les f; forment une famille libre

On en déduit aussi I'existence d’'une base orthonormale.

2.4.3 Formes quadratiques réelles

Pour toute la durée de cette section, on se place dans le cadtaid®-espace

vectoriel .

© Le cas général

On rappelle la définition suivant

Définition 108 Une forme quadratique sur unR-espace vectoriel’ est dite
| positive (resp.négative) lorsque pour tout: on ag(z, z) > 0 (resp.q(z, x) <

0).

toutx et touty danskE

et

Théoreme 109 (Inégalité de Schwartze Soit ¢ une forme quadratique
positivesur unR-espace vectoriel, et soit¢ sa forme polaire. Alors pou

oz, 9)? < q(x).q(y)

e Soitq une forme quadratique définie positiseer unR-espace vectoriel, et
soit ¢ sa forme polaire. Alors pour tout et touty dansk

oz, y)? < q(z).qy)

o(z,y)* = q(x).q(y) = (z,y) est une famille lice.

Démonstration : e |l suffit de considérer le discriminant du polynémeterx.t +
y) (ce polyndme est toujours positif puisque la forme quadratique est positive).

o L'égalité implique quey(y — _%éé@)/)

.z) =0.0
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On remargue que l'inégalité de Schwartz implique qu’une forme bilinéaire symé-
trique positive est continue.

Corollaire 110 (Noyau et céne isotrope d'une forme quadratique positive)
e Siq est positive alorsV(q) = C(q).
e Siq est positive alorg est définie si et seulement si elle est non-dégénérée.

—

Proposition 111 Une forme quadratiqug sur unR-espace vectoriel qui es
définieest nécéssairement soit positive soit négative.

Démonstration : On suppose qu'il existe ety avecg(z) > 0 etq(y) < 0. Alors
I'application qui & dans|0, 1] associey(t.z + (1 —t).y) est continue (il suffit de déve-
lopper pour le voir), donc par le théoréme des valeurs intermédiarefie s’annule
en un certairty. Nécéssairementz + (1 — t)y = 0 (puisquey est définie), done ety
sont linéairement dépendants# 0 ett # 1). Doncg(z) etq(y) sont de méme signe,
d’ou contradictiori

Une autre formulation des inégalités de Schwartz est donnée dans le corollaire ci-
dessous :

Corollaire 112 (Inégalités de Minkowski) e Soit ¢ une forme quadratique
positivesur unR-espace vectoriel’. Alors pour toutr et touty dansk

Valz+y) < Valz) + Valy)

e Soitg une forme quadratique définie positisar unR-espace vectorieF,
alors pour toutr et touty dansk

Valz+y) = Va(z) + Valy) = (x,y) est une famille positivement liée.

Démonstration : e Par I'inégalité de Schwartz
o(z,y)? < q(z).q(y)
et donc
e ty) —a(@) —aly)
5 <
= q(z+y) <q(@) +qy) +2.vVq(2).9(y)
— V(@ +y) < Valx) +Valy)

q(z).q(y)

o Méme principed
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Proposition 113 e Une forme quadratique est positive si et seulement-si
est négative

e Une forme quadratique sur UR-espace vectoriel est convexe si et seulement
si elle est positive
e Une forme quadratique sur UR-espace vectoriel est concave si et seulement
si elle est négative

© Le cas de la dimension finie - expression matricielle

On suppose maintenant que I'on travaille slmnR-espace vectoriel de dimension
finie n. ¢ est une forme quadratique.

Proposition 114 fropriété fondamentale des formes quadratiques définies positivesSi £/ €St
une forme quadratique définie positiser unR-espace vectorief de dimen-
sion finie, alors il existe une base deorthonormalepour q.

Démonstration : |l suffit de considérer le corollair€07.00

PI’OpOSitiOﬂ 115 @uelques propriétés sur I'orthogonalité sur unR-espace vectoriel de dimension finie)
e Pour I sous-espace vectoriel d& on adim F + dim F+ > n
e Soit I sous-espace vectoriel dg avecg p définig alors E = F @ Ft.

Démonstration : e Soit (f;);c1,7) Une base dé’, complétée enf;);,cr une base
deFE.
Soitp I'application deF dansE définie pamp(x) = Zie[l,f] o(z, f;).f:. Cette appli-
cation est linéaire ; on peut donc écrire

dim E = rg(p) + dim Ker p

Or
rg(p) < dim F
et
dim Ker p = dim F*+
donc

dim E < dim F + dim Ker p

e FNF+ = () carq est définie suF'. L'inégalité précédente donmém F+dim F- >
n, d'ou le résultatd
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Définition 116 (Signature d’une forme quadratique sur unRR-espace vectoriel de dimension finie)
On appellesignature d’'une forme quadratique g le couple(s,t) avecs la
dimension maximale d’'un sous-espace vectorieEdgur lequelg est définie
positive et la dimension maximale d’'un sous-espace vectorigbdrir lequel
q est définie négative.

Le théoreéme suivant, trés important, permet de cerner l'intérét de la notion.

Théoreme 117 (Théoreme d'inertie de SylvesterPour toute base ¢-
orthogonalee;, I'ensemble des tels queg(e;) > 0 a méme cardinal,
'ensemble destels queg(e;) = 0 a méme cardinal, I'ensemble déetels que
q(e;) > 0 a méme cardinal.

Le sous-espace vectoriel engendré par I'ensemble; dels queg(e;) > 0
est un sous-espace vectoriélde dimension maximale tel qgg- soit définie
positive.

Le sous-espace vectoriel engendré par I'ensemble; dels queg(e;) < 0
est un sous-espace vectoriélde dimension maximale tel qgg- soit définie
négative.

L'ensemble des tels queg(e;) = 0 est égal a la dimension d& moins le
rang deg.

Démonstration : Il suffit de consulter la preuve du corollait®6.0

Corollaire 118 e Toute matrice symétrique est congruente a une matrice |dia-
gonale dont les termes diagonaux s¢ht..., 1,—1, ... — 1,0, ...0).
e Deux formes quadratiques ont la méme signature si et seulement si on|passe
de I'un a I'autre en composant par un automorphisme.

Proposition 119 Une matriceM de type(n, n) est antisymétrique si et seul
ment si pour tout vecteuX deK” onatX.M. X = 0.

D
]

Démonstration : Laforme polaire de la forme quadratique associgé@st(X,Y) '
X.(%(M +t M)).Y . Elle est nulle si et seulement &1 est antisymétrique (voir pro-
position88).0

@ Le cas d'un espace euclidien

Pour plus d’'informations sur les espaces euclidiens on consultera lapartign
espace euclidien étant réel et de dimension finie, ce qui vient d’étre dit est encore
valable.
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On va noterQ(E) I'espace des formes quadratiques. Les notations usuelles seront
utilisées :

e (e1,...,e,) €St une base d&

*q€Q(E)

e M la matrice (symétrique) associég pour la base des;

e ¢ la forme polaire de (symétrique, de matricd/ dans la base des)

e X désigne le vecteur colonne des coordonnéesdins la base des

¢ Y désigne le vecteur colonne des coordonnéesdins la base des

o Formulaire
q(x1.€1,%9.€9, ..c; Tp.€y) = Z M, jz;.x;
(1,5)€[1,n]?
O((x1.€1,29.€2, ..., Tn.€n), (Y1.€1,Y2.€2, ..., Yn.€n)) = Z M; ;255
(4,5)€[1,n]?

M; ;= ¢(eise))
q(ei) = M ;
qlx) =" X.M.X
d(r,y) =" X.M.X
etavedf1, ..., f») Une autre base,

Mat (s, (¢) = Mat(5,)(a) =" Prey),(7.)-M-Pes), (1)

< Résultats divers

Théoréme 120L'application F' de L(F) dans I'ensemble des applications de
E dansR définie parF'(f) = (y —< f(y)|ly > induit un isomorphisme d¢
S(FE) (ensemble des endomorphismes symétriquds) deir Q(E) (ensemble
des formes quadratiques shi).

D

Démonstration :

e F(f) appartient &Q(E) pour toutf dansL(E) se voit en considérant la forme
bilinéairep = (z,y) — (< f(2)ly > + < z|f(y) >).

e < f(x)lx >= 0 pour toutx <= [ antisymétrique (si vous n’en étes pas
convaincu, revoyez la parti5.29.

e Avec n la dimension deF, on sait alors que I'image d&' est de dimension
n?—in.(n—1)=in.(n+1)=dim Q(E), doncF abien pourimagé€)(E); S(E)
étant un supplémentaire du noyauBeF induit bien un isomorphisme d&(E) sur

Q(E).O

Corollaire 121 e Toute forme quadratique s’écritx —< f(x)|z > pour un
certain endomorphisme symétrigyiglon peut d'ailleurs aussi écrire —<
z|f(x) >, puisquef est symétrique).

e Dans la méme base, ¢ et f ont méme matrice.
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Définition 122 f (défini comme précédemment) est apmeidomorphisme
symétrique associé a la forme quadratique.

Ceci nous permet de donner quelques résultats, conséquences immédiates de résul-
tats connus sur les endomorphismes symétriques :

Théoréme 123 e Soitq une forme quadratique sut euclidien ; alors il existe
une base orthonormale d& dans laquelle la matrice de I'endomorphisme
associée @ est diagonale ; c’est a dire que cette base est orthogonale paur
aussi.

e Si on a deux formes quadratiques surRiespace vectoriel de dimension
finie dont I'une (au moins) est définie, alors il existe une base orthogonale|pour
les deux formes quadratiques (il suffit de considérer I'espace euclidien engen-
dré par la forme définie (ou sa négation si elle est négative) pour conclure).
e Une forme quadratique suf euclidien est positive si et seulement si toutes
les valeurs propres de I'endomorphisme symétrique associé sont positives
e Une forme quadratique suf euclidien est définie si et seulement si toutes
les valeurs propres de I'endomorphisme symétrique associé sont non nujles et
de méme signe
¢ Une forme quadratique sut euclidien est négative si et seulement si toutes
les valeurs propres de I'endomorphisme symétrique associé sont négatives
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2.4.4 Formes quadratiques complexes
© Le cas général

Le cadre le plus général est simplement celui dltaspace vectoriel .

Définition 124 On appelleforme quadratique hermitienne sur unC-espace
vectoriel E une applicatiory de E dansC telle qu'il existe une forme sesquli
linéaire hermitienneb telle que pour touk: on aitg(x) = ¢(x, z). Cette forme
sesquilinéaire hermitienne est unique (a vérifier plus bas) ; on I'appeitae
polaire deg.

Proposition 125 Soitg une forme quadratique hermitienne. Alors :

Vzq(z) € R

en effetp(x, x) = ¢(x, ) car ¢ est hermitienne

4
V(z,y) € E* ¢(a,y) = i(z il.q(x +.y))

cela se montre simplement en développant chacun des 4 termes de droite
L'ensemble des formes quadratiques hermitiennesFsnoté Q H(E) est un
R-espace vectoriel .

Ce n’est pas urC-espace vectoriel , comme on s’en convainc facilement
en considérant une forme quadratique hermitienne non nulle multipliéé par

On note au passage que le deuxiéme résultat de cette proposition donne I'unicité
recquise dans la définition de la forme polaire ci-dessus.

[ Le cas de la dimension finie - expression matricielle

Définition 126 Etant donné€e;, ..., e,) une base dé espace hermitien et
¢ une forme quadratique hermitienne skirde forme polairep, on définit la
matrice M associée & ou matrice associee a par M; ; = ¢(e;,e;). On
noteM = Mat.,)(¢) ouM = Mat ., (q).
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Proposition 127 La matriceM associée a une forme quadratique hermitienne
est hermitienne c’est-a-dire que =* M.

Avec X le vecteur colonne des coordonnéesaddans une base donnég,
le vecteur colonne des coordonnéesyddans la méme basé/ la matrice
associée @ ou ¢ dans la méme base, on a

d(x,y) = X.M.Y

q(x) =t YMX = Z Mi,i~|Xi|2 + 2R€(Z Mi,jyi-Xj)
i=1 i<j
Si (€i)icpi,n] €t (fi)iep,n) Sont deux bases d&, alors Mat,(q) ="'

Pleoy,(s)-Mat (1) (a)-Ple) (1)

@ Formes quadratiques sur un espace hermitien

Définition 128 On noteQH(E) le R-espace vectoriel des formes quadra-
tiques hermitienne suf espace hermitien.
On noteH (F) le R-espace vectoriel des endomorphismes hermitieng',de
espace hermitien.

Etant donnéf € H(E), la forme quadratique: —< f(z)|x > est appe-
Iéeforme quadratique hermitienne associée a I'endomorphisme hermitien
f; réciproquemeny est appeléendomorphisme hermitien associée a cett
forme quadratique (voir unicité ci-dessous).

11

Théoréme 129 'application F' de H(E) dansQH (E) défini par F(f) =
(x —< f(x)|z >) est un isomorphisme.

Démonstration : e Le fait que pour touff dansH (E) F(f) soit une forme qua-
dratique est clair (considérer la forme sesquilinégire)) —< f(x)|y >).

e Le fait quef est un morphisme est facile a prouver.

e La surjectivité :
Il suffit, étant donné une forme quadratique, de considérer sa matrice dans une base or-
thonormale quelconque, et 'endomorphisme associé a la méme matrice dans la méme
base; I'image de cet endomorphisme far

e Linjectivité :

Supposong’(f) = 0. L'application(x, y) —< f(z)|y > estla forme polaire d&'( f)
(elle est bien sesquilinéaire et hermitienne) ; donc cette forme sesquilinéaire est nulle
par unicité de la forme polaire. Dorc f(z)|y > est nul pour tout: et touty, d’ou le
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résultat en spécialisant par= f(z).0

Théoréme 130Pour toute forme quadratique hermitienne il existe une base
orthonormale (pour le produit scalaire hermitien ) qui est orthogonale ppur
cette forme quadratique.

Démonstration : Il suffit de considérer la propositioh89 appliqué a I'endomor-
phisme associé a une forme quadratigue.

Quelques liens entre une forme quadratiguet I'endomorphisme hermitien asso-
cié f:
e ¢ est définie si et seulement si toutes les valeurs proprgsstat de méme signe et
non nulles
e ¢ est positive si et seulement si toutes les valeurs propré¢ssdat positives
e g est négative si et seulement si toutes les valeurs proprésdet négatives

2.5 Zoologie des déterminants

2.5.1 Déterminant d’ordre 2

a b
c d

’ =a.d—b.c

2.5.2 Déterminant d’ordre 3

Mii Mo M3
My1 Mao Mg
Msy Mso Msjs

= Mi1.Mz 2. M3 3+ My o.My 3.Msz 1+ My .Mz .M 3
—Ms 1. Moo My 3 — Mo .My o.Mz g — M3 o.My 3. M 4
Une fagon usuelle de retenir ce résultat pas trés élégant vu comme ¢a est le schéma
2.2

On suit les fleches marquées d'#rpour retrouver les produits a compter positive-
ment, et les fleches marquées dupour retruver les produits a compter négativement.
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NN/
Y
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M
M

11 12 1

M, M
21 Mz,z M 23
M&l Ms,z M 33

FIG. 2.2 — Larégle de Sarrus

\

2.5.3 Déterminant de Vandermonde

Définition 131 On appelledéterminant de Vandermonde associé a um-
uple (z1, ..., z,) le déterminant

vl wpoaf o oa xy
vy @y xy w3 'y
vy @y @l @y x5
¥y wy @i iy
R A ,

Proposition 132 (Déterminant de Vandermonde)Le déterminant de Van
dermonde associé @, ..., x,) est

Hicjry —

Démonstration :
On notelV,, le déterminant

0 1 2 3 n
x(l) gc% x% z% xy
n

x% m% :vg :Lg x5
n

T3 T3 T3 I3 T3
332 x}l mi J;i Ty
0 1 2 3 n
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On noteP, le polynomell;c(; »—1](X — 2;). Ona

n—1

P=Xx""14Y " p. X!
k=1

On ajoute alors & la derniére colonne la sommeygles, pourk € [1,n — 1] avece
la colonnek. Sur la derniére colonne, on a maintenant seulemen6 desuf pour la
derniére ligne ou I'on &(z,,).

Par récurrence, on en déduit le résultat annancé.

2.5.4 Deéterminant d’'une matrice de permutation

Définition 133 (Matrice d’une permutation) On appellematrice de la per-
mutation o € o, la matrice M de type(n,n) définie parM; ; = §; ().

Proposition 134 Le déterminant de la matrice de la permutatiomest égal a
la signature de la permutatiog(o).

Démonstration : |l suffit de revenir a la définition du déterminant d’une famille
de vecteurs dans une base, et de voir qu'il n'y a qu’'une permutation qui n’annule pas
le produit correspondant dans la formdle.

2.5.5 Déterminant circulant droit

Définition 135 On appellematrice circulante associé aw-uple (z1, ..., z,)
la- matrice M définie parM;,; = x;_; (modulon) » ¢'est a dire

X1 Xro T3 e In

Tn 1 X2 o Tp-1
Tp—1 Ty T1 . Tp—2

T2 r3 T4 ... T1

On trouvera la définition d’'une matrice circulante droiteden
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Proposition 136 C,, = I, , P(y;) avecP(X) = Zzlz_ol z;. X lety, =
2.4.11
e

Démonstration :  On noteY; le vecteur(y?, ..., y" ).

On constate qué!.Y; = P(y;).Y;.

On noteY la matrice dont les vecteurs colonnes sknt..., Y,, ;.

OnaalorsM.Y = M.diag(P(yo), -, P(Yn—1))-

Donc comme le déterminant dg est non nul (voir2.5.3, le déterminant d&” est
1., P(y;).0

Quand méme, il fallait y penser, a multiplier par la transposée de la matrice de Van-
dermonde associée aux racimegmes de I'unité...

On définit de méme les matrices circulantes gauche, dont on calcule le déterminant
en utilisant une permutation bien choisie sur les lignes...

2.5.6 DeterminantdeM, ; = inf{i,j}

Le déterminant est le suivant :

111 ... 1
1 2 2 ... 2
1 2 3 ... 3
1 2 3 ... n

Puisqu’on peut a volonté sans changer le déterminant ajouter & une colonne une
combinaison linéaire des autres colonnes, on peut en particulier soustraire a une co-
lonne la colonne précédente ; on obtient alors le déterminant plus facile :

1 0 0 o ... 0
1 1 0 0o ... 0

1 1 0o ... 0
1 1

Ce déterminant est donc égal a
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2.6 Zoologie de 'algebre bilinéaire

2.6.1 Procédé d’'orthogonalisation de Gauss

Théoréme 137 (Orthogonalisation de Gausspoit £ un K-espace vectorie
de dimension finie, etq une forme quadratique sut. Alors, avecr le rang
de ¢, il exister formes linéaires indépendantes sty fy,...,f, tels queq =

i I7

Démonstration : Il s’agit simplement d’opérations sur les lignes et les colonnes;;
voir la méthode de Gausd450
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Chapitre 3

Espaces préhilbertiens et
espaces de Hilbert

3.1 Espaces préhilbertiens réels

Il est recommandé de lire au préalable la pattieet la partie??.

Définition 138 Etant donnéE un R-espace vectoriel , on appelfgoduit
scalaire euclidien surE une application< .|. > de E? dansR telle que :

e < |. > est bilinéaire

o < x|y >=< y|z > pour toutz et touty

oV # 0 < z|lx >> 0 (i.e. la forme quadratique associéepéest une forme
bilinéaire définie positive)

On appellesspace préhilbertien réelinR-espace vectoriel muni d'un produjt
scalaire euclidien.

Un sous-espace vectoriél d’'un espace préhilbertien réél muni d’un pro-
duit scalaire euclidien, muni de la restriction du produit scalaire euclidien a
F, est appelésous-espace préhilbertienle £ (c’est un espace préhilbertien).

Etant donné un produit scalaire euclidien.|. >, on définit unenorme eucli-
dienne; il s’agit de I'applicationz — ||z|| = /< z|x >. On verra plus loin
gu’il s’agit d’'une norme (facile au vu des résultats de la patié).

On n’a & aucun moment imposé que la dimension soit finie.

Un produit scalaire euclidien sur uR-espace vectoriel est donc une forme bili-
néaire symétrique associée a une forme quadratique définie positive.

Exemples :
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e Le produit scalaire euclidien canoniquesurR™ est défini par

(wly) = Z Zi-Yi-

i€[1,n]

¢ Le produit scalaire euclidien canoniquesur le sous-ensemble & des suites
sommables (i.e. dgs:, ) e telles qued -, |u,| converge) est défini par

< (tn)nen|(Vn)nen >= Z Uy, Uy,
neN

Il est important de rappeler le théorém@9et le corollairel12. lls stipulent que :
o < zly >2<< x|x > . < y|y > (inégalité de Schwartz)
o | <zly > | < |||yl (inégalité de Schwartz, en passant & la racine)
o ||lz+y| <|z| + ||ly|l (inégalité de Minkowski = inégalité triangulaire)
e Le produit scalaire est continu (conséquence de Schwartz)

La notation< x|y > peut étre remplacée pét|y), < z,y >, (x,y), ou méme
zT.y.
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3.2 Espaces préhilbertiens complexes

Définition 139 Une application d’'urC-espace vectoriel’ dans unC-espace
vectoriel F' est ditesemi-linéairesi

o V(z,y) € E? f(x +y) = f(z) + f(y)

eV(x,\) € ExC f(Ax)=\f(x)

Une application semi-linéaire est usemi-isomorphismesi et seulement s
elle est semi-linéaire et bijective.

Uneforme semi-linéaireest une application semi-linéaire d'{i+espace vec
toriel dansC.

Etant donnédZ et F' desC-espace vectoriel une applicatiehde £ x F' est
dite forme sesquilinéairesur E x F' si

e Yz I'application y — ¢(z,y) est une forme linéaire sur

o Vy 'application z — ¢(z,y) est une forme semi-linéaire sir

Une forme sesquilinéaire suf x E est ditehermitienne lorsque en outre
V(Q’J,y) € E? Pz, y) = ¢(y,x)

Une forme sesquilinéaire hermitienpesur £2 est diteproduit scalaire her-
mitien sur E siVz € E \ {0} ¢(z,z) € Rf. On note généralement alof
< l"y >= QS(QC,y)

Etant donné un produit scalaire hermitien.|. >, on définit unenorme her-
mitienne; il s’agit de I'application z — ||z|| = /< x|z >. On verra plus
loin qu'’il s’agit d’'une norme.

On appelleespace préhilbertien complexain C-espace vectoriel muni d’un
produit scalaire hermitien. Un sous-espace vectoFiad’'un espace préhilber
tien complexeE muni d’un produit scalaire hermitien, muni de la restriction
du produit scalaire hermitien &', est appelésous-espace préhilbertierde
E (c’est un espace préhilbertien).

[

On n’a a aucun moment imposé que la dimension soit finie.

La notation< x|y > peut étre remplacée pér|y), < z,y >, (z,y), ou méme
z.y.

Remarquons que le fait que pour une forme sesquilinéaire hermitigrameait
Yz ¢(z, z) € Rdécoule du fait que est hermitienne ; il suffit de vérifier quegx, x) >

Une forme linéaire n'est pas nécéssairement une forme semi-linéaire

Une forme semi-linéaire n’est pas nécéssairement une forme linéaire
Une forme sesquilinéaire est donc semi-linéaire par rapport a la premiére variable
et linéaire par rapport a la seconde.

Exemples : SurC™ le produit scalaire hermitien canonique est définipar|y >=
D1 TiYi-

Les inégalités de Schwartz et de Minkowski montrées dans la parent va-
lables ici aussi; mais la démonstration, basée sur la bilinéarité et utilisant les formes
guadratiques, n’est plus valable.
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Lemme 140 (Egalité utile)
|2+l = [l + lly|* + 2. Re(< |y >)

avecRe(u) la partie réelle deu.

Démonstration : Evidente, en utilisank z|y >= < y|x >.0

Théoréme 141 (Inégalité de Cauchy-Schwartzpans un espace préhilber
tien complexe
V(z,y) € B | <zly > | < |lz||lyll

Il'y a égalité si et seulement si la famille est liée.

Démonstration : Soit § 'argument de< x|y >, alors pour tout réel, au vu du
lemmel40:

e+ yll* = .|l + |yl + 2.8 < ylz > |

On en déduit donc que le discriminant tle— ¢2.||z||* + [jy||> + 2.t.] < ylz > |
est négatif ou nul, ce qui donne l'inégalité annoncée. Le cas d’'égalité est le cas ou le
discriminant est nufl

>

Corollaire 142 (Inégalité de Minkowski) Dans un espace préhilbertie
complexe
V(z,y) € B [la +y| < [lz] + |yl

Il'y a égalité siy = \.x ouz = \.y avec > 0.

Démonstration : Par le lemmel40, on a
2 2 2
|z +yll” = llzl]” + [[yll” + 2.Re(< [y >)

2 2
< |lzl” +llyll” + 2. < 2y > |

(par Cauchy-Schwartz ci-dessus)

= (l=ll + lly1)*

D’ou le résultat. Le cas d’égalité se montre facilement...
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Proposition 143 Dans le cas euclidien, retrouver le produit scalaire a partir

de la norme était facile ; dans le cas hermitien c’est un peu plus compliqu

o}

1 2 2 . L2 .2
<zaly>= (e +yl” = llz = ylI” —ille +iyl” + iz — i.y]]%)

3
(Z 672.i.7r.n/4Hx + e2.i.7r.n/4.y||)

n=0

1=

La derniére ligne est un bon moyen mnémotechnique, mais il faut bien penser
que I'on a un signe moins dans le coefficient de I'exponentiel en dehadfd|de un
signe plus a l'intérieur.

3.3 Espaces prehilbertiens

On se place ici dans le cadre deespace préhilbertien, réel ou complexe. On ne
suppose absolument pasde dimension finie.

Définition 144 x ety appartenant & sont ditsorthogonauxsi < x|y >=<
ylz >=0.

Deux partiesX etY de E sont ditesorthogonalessi x ety sont orthogonaux
pour tout(z, y) dansX x Y.

On appelleorthogonal d’'une partie X et on noteX' I'ensemble deg tels
que< z|y >= 0 pour toutz dansX.

Une famille(z;);c; est diteorthogonalesii # j —< z;|z; >= 0.

Une famille(z;);c; est diteorthonormale si < z;|z; >=J; ;.

Remarques :
o< zly>=0 <= <y|lz>=0
e toute partie est orthogonale & son orthogonal
e Etant donné' un sous-espace vectoriel dg la somme dée et deF'* est toujours
directe,maisnon nécéssairement égalé&a
e Pour toute partieX, X est un sous-espace vectoriel ferméii¢car c'est une in-
tersection de fermés, par définition)

Ne pas confondre "étre orthogonal &" et "étre I'orthogonal de".
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Proposition 145 Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Démonstration : Supposons donnée une combinaison linéaire rulje\;z;, et
considérons le produit scalaire aveg. On en déduit immédiatement qig, est nul.
D’ou le résultatd

Proposition 146 (Orthogonalité et espaces supplémentaires) Si F' et G
sont supplémentaires, alofs et G sont orthogonaux si et seulementsiest
'orthogonal deF'.

, n . . L
¢ Si F et ' sont supplémentaires, alofs-— = F.

Démonstration : En exercicell

On va maintenant considérer quelques résultats de géométrie :

Théoréme 147 (Théoréme de Pythagores Si lesz; sont une famille finie
orthogonale alorg| ", z||> = 3, [|=||>.

Démonstration : Evident par récurrence.

teef, + llyll” = Il + yll

On note que dans le cas d'un espace préhilbertien
équivaut ax ety orthogonaux.

Pas valable dans le cas complexe!
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Proposition 148 (Quelques résultats de géométries Formule du triangle :
2 2
ly —zlI" =lly — =" + ]z — 2]l = 2.Re(< z —zly —z >)
e Formule de la médiane :

ly — 21 + 4)l= — %(y +2)|° =2 [e —y)* + 2]z — 2
e Formule du triangle pour un espace préhilbertien réel :
ly =2l = ly—=I* + |z 2| -2 < 2 —aly—= >
e Formule du parallélogramme, pour un espace préhilbertien réel :

2 2 2 2
e +yll” + llz = ylI” = 2(}«]" + ly[I")

Démonstration : Facile, facile ; il suffit de développer. lllustration en figiré.0

Théoréme 149e Dans un espace préhilbertieA de dimension finie, tout
sous-espace vectoriél est supplémentaire a son orthogonalfie= F & F-.
On a alorsdim E = dim F + dim F*.

e Tout espace préhilbertien de dimension finie admet une base orthonormale.
e Dans un espace préhilbertien de dimension finie, toute famille orthonormale
peut étre complétée en une base orthonormale.

e Si F’ est un sous-espace vectoriel fleavecE espace préhilbertien, & est
de dimension finie, alors on& = F @ F+.

Démonstration : Pour le premiew , on considére I'applicatiorf qui az dansE
associg(< uj|r >, < ug|r >, < uglr >,...,< uplr >). Le noyau est’, le rang
est< a la dimension d&. Doncdim F*+ > dim E — dim F, doncE = F @ F+
(rappelons qu'il est toujours vrai qué N F+ = {0}). On a donc bienlim F+ +
dim F = dim E.

Pour le second , on raisonne par récurrence. Pduipréhilbertien de dimension
< 1, le résultat est évident. Il suffit ensuite de considérer un vecteur quelcepalee
E de normel, et une baséey, ..., e, 1) de(K.u)t. (eq, ..., e,) convient.

Le troisiemes est immédiat ; il suffit de considérérengendré par la famille ortho-
normale(ey, ..., e,) considérée, etune bagg, 1, ..., e, ) de F'4, réunie eres, ..., €,,),
base orthonormale de.

Le quatriemes est un peu plus long :

- on considére une basey, ..., e,) orthonormale dée.

- on consideére I'applicatiorf qui &z associ€y_,_,, < e;|z > e;.

-Vee Bz = f(x)+ (z — f(z))

~ Y——
cFr er-+t

D’ou le résultata
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X
Parallelogramme mediang

FiG. 3.1 — lllustrations de la formule de la médiane, du parallélogramme. Les coef-
ficients attribués servent de moyen mnémotechnique ; en sommant les carrés des lon-
gueurs indiquées, pondérées par leur coefficient, on obtient zéro.

3.4 Espaces de Hilbert

Définition 150 On appelleespace de Hilbertun espace préhilbertien con
plet.
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3.4.1 Projection dans un espace de Hilbert

Définition 151 Soit H un espace de Hilbert, € une partie convexe fermée
non vide deH. Alors étant donné& appartenant aH on appelleprojeté de
x sur E un élémenty de E tel que|lx — y|| soit minimal, c’est-a-direy =
argmin.ecgllz — x|

Unisomorphisme d’espaces de Hilberést un isomorphisme entre les espaces
vectoriels sous-jacents qui préserve la norme et le produit scalaire.

Théoréme 152 Le projeté dex sur E existe et est unique, gtdansE est le
projeté dex sur E si et seulement si pour todtdansE Re(< e — ylz —y >
) <0.

Il est clair que dans le cas d’'un espace de Hilbert réel, on pourrait simplement for-
muler< e — yla — y >< 0.

Démonstration : e Existence d'un projeté desurFE.
On se donne une suitg, telle quel|z — y, | tende vers la distanceentrex et .
Par la formule de la médiane appliquée aux pointsy,, etx, on a alors

2 2 2 1 2
1ym = ynll” = 2.(lz = yul” + llz = ym ") = 4]z = 5 (Yn + ym)l]

par convexité dév on a alor&;(yn +ym) € E etdonc

1
o = 5@+ ym)I* = @2

et donc
2
lYm — ynl™ — 0

Donc la suitey,, est de Cauchy, donc par complétudefdielle converge. Sa limitg
est dans® parce quer est fermé.

e Supposons qug est dangt et que pour toud dansk Re(< y —ely —x >) < 0.
Alors pour toute dansE on a

lz = el* = l|lz = ylI* + lle = y|* — 2.Re(< e — ylz —y >)

On obtient d'un coup d’'un seul queest la borne inf, et qug est unique (car s’ily a
égalité,|le — y|| = 0).
e Supposons maintenant qugesoit un projeté dec sur E, et montrons queie(<
e —y|lz —y >) < 0 pour toute danskF.
Ona:

lz —el? = [l — yl* + e — yl|* — 2.Re(< e —ylz —y >)

et donc

1 2 2 2
Re(<e—ylz—y>)=(lz—el”~llz -yl +lle —yl)
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par définition dey, on a||z — ¢||® — || — y||* < 0, et donc

Re(<e—ylz—y>) < (e —yl)

DO | =

valable pour tout.
On se donne maintenantdansE, et on considere = t.z + (1 — t).y. L'inégalité
précédente s'écrit alors

(IIt.z = t.yl*)

DN | =

Re(<tz—tylr—y>) <

et donc ;
Re(<z—ylr —y >) < gz —yll

En faisant tendreé vers0, on en déduit
Re(<z—ylr—y>)<0

La preuve est ainsi compléte.

Corollaire 153 Dans tout ensemble non vide fermé convexe il existe un unique
élément de norme minimale.

Proposition 154 e Le projeté der sur un sous-espace vectoriel fer@gqui
est évidemment convexe) est le pgirtel quey — x est orthogonal & — =
pour toute danskE.
e Soit(x;)¢[1,,) Une famille orthonormale ; alors I'espace vectoriel engendré
par lesz; est fermé (car il y en a un nombre fini, voir le corolla?@), convexe.
La projection sur ce sous-espace vectoriel[dest I'application qui ar asso-
cied icnn < Tilz > .z

2 2
Onaalors|lz||” =35, [ < ale > [P+ [z —y|" avecy = ey, < wilz >
o |lz]]” >3, < x]x >2 (inégalité de Bessgl

Démonstration : Exercice facile, utilisant les résultats que I'on vient de voir dans
le théoreme précédentl..

Définition 155 Soit F un sous-espace vectoriel fermé He On appellepro-
jection orthogonale sur E' I'application qui ax dansH associe son projete
sur F ; il s’agit d’'un projecteur, et la symétrie associée a ce projecteur est|ap-
peléesymétrie orthogonale par rapport a £ (voirl.3.2.

La projection orthogonale suf est en fait la projection sut suivantE-+.
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3.4.2 Bases hilbertiennes

Définition 156 (Base hilbertienne) On appelle base hilbertienne d’'un espace
de Hilbert H une famille(z;);c s telle que :
o |a famille desz; est orthonormale

e pour toutr dansH = = ), ., < x;|z > x;

La seconde condition est une somme éventuellement infinie, en fait il s’agit d’'une
famille sommable, i.e. pour towutl existe J fini inclus dans/, tel que pour touf fini
compris entreJ et ] la somme sui des< z;|z > .x; est a une distance e dex.

Théoréme 157 ¢ Une famille orthonormaléz; ), est une base hilbertienn
si et seulement si le sous-espace vectoriel engendré par kest dense dan
H.

¢ (Relation de Parseval Une famille orthonormaléz;);c; est une base hil
bertienne si et seulement’si,_; | < z;|z > |> = (B

[}

12

La relation du deuxieme est appeléeelation de Parseval

Démonstration : e Supposons le sous-espace vectofieengendré par les;
dense dandi. Alors il existey dansE tel que|lz — y|| < ¢ ety = > A\jz;. On
en déduit que la famille est une base hilbertienne.
¢ Silarelation de Parseval est vérifiée, alors le sous-espace vectoriel engendré est dense
dansH, comme on le voit en considérant une sous-familld daffisamment vaste.
e Si on suppose que la famille est une base hilbertienne, alors la relation de Parseval
est vérifiée, au vu des résultats de la propositisac

Attention! Une base hilbertienne n’'est pas nécéssairement une base au sens
des espaces vectoriels!

Théoréme 158 e Une famille orthonormaléz;);c; est une base hilbertienne
si et seulement si pour toutet touty on a< zjy >= Y, < z;lz > . <
zily >.

e Une famille orthonormaléz;);c; est une base hilbertienne si et seulement
si elle est maximale pour l'inclusion.

Démonstration : Pas trés dur, dans le méme style que le théoréme précédent, jai
pas la patience de détailler..

La proposition suivante permet de se ramener a une forme plus "visuelle" des es-
paces de Hilbert.
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Théoréme 159 (Riesz-Fischer - Isomorphisme sur ul?) Soit H un espace|
de Hilbert, et(x;);c; une base hilbertienne d&. Alors I'applicationz — (<
xilx >);er est un isomorphisme dé suri?(1).

Démonstration : e L'application¢ = z — (< ;|z >);c; est bien a valeurs dans
12(I), vu la relation de Parseval (théoreriie?).
e ¢ est linéaire, conserve la norme.
e ¢ conservant la normej est injective.
e ¢ conservant la norme,conserve les distances, et donc son image est un sous-espace
vectoriel complet, donc fermé dé(1).
e ¢(x;) est la fonction caractéristique du singletgror les combinaisons linéaires de
ces fonctions sont denses d&hd ), doncg(H ) est dense.
e ¢(H) est dense et fermé, donc il est égat@).
e Le produit scalaire est continu, donc le fait qu'’il soit conserveé sur}esiffit & mon-
trer qu'il est conservé partodt.

Un résultat utérieur donnera toute sa puissance a ce résultat, en montrant que tout
espace de Hilbert posséde une base hilbertienne.

Il ne s’agit pas d’un isomorphisme ramenant tous les espaces de Hilbert possédant
une base a un seul, cApeut avoir des cardinaux différents.

Lemme 160 Soit H un espace de Hilbert . Soff un sous-espace vectori¢
fermé deH. Si E n'est pas égal aH, alors il existex dansH de normel
orthogonal aF.

Démonstration : Il suffit de considérer — y, pourxz € E€ ety projeté dex sur
EO

Théoreme 161 Tout espace de Hilbert possede une base hilbertienne .

Nécéssite I'usage de I'axiome du choix!

Démonstration : On considéere I'ensemble des familles orthonormales, munies de
l'inclusion. Il s'agit bien d’'un ensemble inductif (si I'on considére une chaine de fa-
milles orthonormales, leur réunion est bien un majorant), et donc par le lemme de Zorn
(voir le lemme??) il admet un élément maximal. On considere I'adhérence du sous-
espace vectoriel engendré par cette famille, et si I'on n’obtientFpdmi-méme, on
applique le lemmé&60, et on contredit la maximalité de notre famille orthonorniale.
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Corollaire 162 (Corollaire des deux théorémes précédentsjout espace de
Hilbert estisomorphe & (1) pour un certainl.

Rappelons qu&(E, F') désigne I'ensemble des applications linéaires continues de
E dansF, avecFE et F' des espaces vectoriels , et que pbuwmn K-espace vectoriel on
note £’ le dual topologique dé, c’est a dire(F, K).

Théoréeme 163 Soit H un espace de Hilbert réel (resp. complexe). Alors I'ap-
plication¢ : H — H', x — ¢(z) = (y —< x|y >) est une bijection linéaire
(resp. semi-linéaire).

Démonstration : e La linéarité (resp. semi-linéarité) est claire.
o L'injectivité n'est pas bien difficile ; il suffit de voir que €i(z) = ¢(y), alors pour
toutz < x|z >=< y|z >, et on conclut en considérant une base hilbertienne, ou bien
enconsidérant z —ylz —y >=< zlxr —y > — < ylzr —y >=0...
e La surjectivité est plus intéressante. Spbiine forme linéaire continue sif, autre
que la forme linéaire nulle. Son noyau est un sous-espace vectoriel fedaéf. On
considéereF I'orthogonal deF ; E et F' sont en somme directe, cArest de codimen-
sion1 en tant que noyau d'une forme linéaire feest de dimension au moiAs(voir

lemmel60), et bien sGrE N F. On considére alorg dansF’, non nul, etz = mz .

On vérifie quep(x) = f surF', surE, et donc suiff tout entier.

Proposition 164 (Procédé d'orthonormalisation de Schmidt)Etant donnée
une famille(z;);eo, vy avecN € NU {+oo} libre de H (H espace de Hilbert
), il existe une famillgy; );c[o, x| Orthonormale telle que le sous-espace vegto-
riel engendré pary; )1,k SOit €gal au sous-espace vectoriel engendré par
(w4)iep K POUr toutk < N.

Démonstration : Il suffit de procéder comme suit :

Yo = Zo/ |0l

et pourn > 0
Zn = Tp — Z < yl‘xn > Y

i=0..n—1
et

Et ca marche tout sedl.
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Exemple Maple

partie??).

> scalaire := (f,g)— > int(f x g,t =0..1);

> norme = f— > sqrt(scalaire(f, f));

>

N := 3;x := array(0..N); fori from 0by 1to N do z[i] := t; od; y
array(0..N); z := array(0..N);

>  y[0] = z[0]/norme(z[0]); for i from 1 by 1 to N do z[i] =
x[i]; for j from 0 by 1to (i — 1) do z[i] := z[i] — scalaire(z[d], y[j]) *
ylil; od; yli] := simpli fy(z[i] /norme(z[i])); od;

> A = linalglmatriz]( N~ + 1,N
1); fori from0by 1to N do for j from0byltoNdoAli+1,j+1]:=
simpli fy(scalaire(y[i], y[4])); od; od; evalm(A);

+

10 0 0
01 00
0 010
0 0 01

(une partie des réponses de Maple est supprimée par économie de place

Proposition 165 Si N < 4o alors la matrice de passage de la base gea
la base deg; est triangulaire de déterminadt,—; ,, < x;|y; >.

Démonstration : Il suffit de voir queP,y,) »,) =< z:y; >.0

3.4.3 Quelques utilisations des espaces de Hilbert

Ci-dessous une implémentation dans le cadre des polyndmes orthogonaux (voir

)

On pourra aller voir par exemple le théore®(une version de théoréme de point
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3.5 Espaces euclidiens
3.5.1 Lesbases

Définition 166 (Espace euclidien)On appelleespace euclidienun espace
préhilbertien réel de dimension finie non nulle.

Un endomorphisme d’un espace euclidien esbditogonal si I'image d’'une
certaine base orthonormale est une base orthonormale.

On appellesimilitude d’un espace euclidien un endomorphisme égal a la com-
posée d'une homothétie (i.e. une application du tijpe> E, x — A.x) etd’'un
automorphisme orthogonal.

On appellerapport d’une similitude le rapport d’'une homothétie de la décgm-
position de cette similitude en une homothétie et un automorphisme (le rapport
est unique).

Un espace euclidien est donc en particulier est espace préhilbertien et un espace
de Hilbert; on pourra donc consulter la paidiet plus spécialement la partie4 pour
avoir les bases.

Proposition 167 e L'image de toute base orthonormale par un endomor-
phisme orthogonal est une base orthonormale.
e Un endomorphisme est orthogonal si et seulement si sa matrice
dans une base orthonormadst une matrice orthogonale.

e Un espace euclidien est un espace de Hilbert.

e R™ muni du produit scalaire euclidien canonique (i.ec zly >=
Zie[m] x;.y;) est un espace euclidien.

e Un espace euclidien est isomorph®& muni du produit scalaire euclidien
canonique pour un certain.

Démonstration : Un espace euclidien est de dimension finie, en dimension finie
toutes les normes sont équivalentes, donc I'espace est isomorphe au sens des espaces
vectoriels normés R™ muni d'une norme usuelle et est donc complet. Donc c’est un
espace de Hilbert. Donc il admet une base orthonormale. Le tour egtijoué.

Soit E un espace euclidiem, sa dimension.
Les résultats suivants sont trop faciles pour valoir une démonstration (notez toutefois
gu'ils n'apparaissent faciles qu’au vu des parties précédentes) :
e L'applicationz — (y —< z|y >) est un isomorphisme d& sur E*.
o Toute forme linéaire suE s’écrit< x|. > pour un certain: de E.
o |l existe une base orthonormale #le qui est d'ailleurs une base hilbertienne aussi.
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Définition 168 Il 'y a plusieurs notions @dinglesa définir :

On définit I'angle entre deux vecteurs non nulsty comme étant le réél de
[0, 1] tel quecos() = %

On définit I'angle entre deux droites par I'angle entre un vecteur d'une hase
de 'une et un vecteur d’'une base de l'autre.
On définit I'angle entre deux hyperplans comme l'angle entre les droites qui
leurs sont orthogonales.
On définit 'angle entre une droite et un hyperplan comme l'angle entre la
droite et la droite orthogonale a I'hyperplan.

On dit que deux sous-espaces vectoriel&dmntperpendiculairess’ils sont
orthogonaux.

Proposition 169 Un endomorphisme est une similitude si et seulement gi les
deux conditions suivantes sont vérifiées :
e il est bijectif

e il conserve I'écart angulaire

Démonstration : Il est trés facile de vérifier qu’une similitude vérifie bien les deux

propriétés annoncées.

Réciproguement, supposons les deux propriétés vérifiées par un endomorphisme
Alors :

e Considérons I'application : = — % pourz non nul.

e Conservant I'écart angulaire, I'applicatignconserve aussi I'orthogonalité.

e Etant donnés ety distincts,z = y — <””;|ﬁ’2> x est orthogonal &.

e f(z) est donc orthogonal A(x).

e En développank f(x)|f(z) > puis en factorisant pat z|y > % on
obtient quey(z) = g(y).

e g est donc constante, égale.a

. %f conserve donc la norme, et donc est orthogonal d’aprés la propositibn
Par définition,f est donc une similitudel

'- La preuve ci-dessus montre qu’en fait suffisant qu’'un endomorphisme bi-
jectif conserve I'orthogonalité pour qu’on puisse conclure qu'il s'agit d’'une similitude.

3.5.2 Endomorphisme adjoint

Théoreme 170 Pour tout endomorphismgd’un espace euclidied, il existe
un et un seul endomorphism@& tel que pour toutr et touty de E, <

f@)y >=<z|f*"(y) >.
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Démonstration : e Existence et unicité d¢* : pour touty, I'applicationz —<
f(z)|y > est une forme linéaire ; donc par I'isomorphisme décrit plus haut énge
son dual il existe un uniqug*(y) tel que pour tout < f(z)|y >=< z|f*(y) >.

e Linéarité def* : soit

< f(gj)|)\1y1 4+ Ao.yg >=A1. < f($>|yl > +Ag. < f(x)lyQ >
= A1 < z[f (y1) > 2. < 2| f*(y2) >
=<z A\ f () >+ < 2o f (y2) >
=< z| M. (1) + Ao f(y2) >
pour toutr et donc

FTAryn 4+ Aoyz) = A f (yn) + Ao f (y2)

ce qui conclut la preuve.

Définition 171 e f* est appelé&ndomorphisme adjointde f.

e f estditorthogonalsi f*.f = f.f* = Id.

e f estditsymétriquesi f* = f.

e On noteS(E) I'ensemble des endomorphismes symétriques.de

e f est ditantisymétrique si f* = —f.

e On noteA(E) 'ensemble des endomorphismes antisymétriquds.de

e On appellegroupe orthogonal de E et on noteO(FE) I'ensemble des en
domorphismes orthogonaux d&; c’est un sous-groupe déL(E), ensemble
des automorphismes de

e On appellegroupe spécial orthogonal deE' et on noteSO(E) I'ensemble
des endomorphismes orthogonaux Hede déterminantl; c’est un sous-
groupe deO(E).

Quelques propriétés faciles deeuclidien :
e Un endomorphisme est orthogonal si et seulement si son adjoint I'est.
e L'application f — f* est un endomorphisme d& F); c'est un endomorphisme
involutif, c'est a dire que** est égal &f .
o Ker f* = (Im f)*
oIm f* = (Ker f)*
o Ker f=(Im f*)*
oIm f=(Ker f*)*
e(gof) =[froyg"
° MatB(f*) =t MatB(f)
e f estdiagonalisable—- f* est diagonalisable.
e si f estinversible, alorg* aussi et f*) = = (f~1)*.
¢ [ sous-espace vectoriel deest stable paf si et seulement &'t est stable paf*.
e Un endomorphisme et son adjoint ont méme polyndme caractéristique.
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A peine plus dur :

Proposition 172 ¢ Un endomorphisme est orthogonal si et seulement si il
conserve le produit scalaire.
e Un endomorphisme est orthogonal si et seulement si il conserve la norme.

Démonstration : Il est vite vu que les conditions en question sont équivalentes
entre elles, car la norme s’exprime en fonction du produit scalaire, et le produit scalaire
en fonction de la norme; le calcul est facile. On va donc se contenter de montrer les
deux implications suivantes :
¢ Si f est orthogonal, alorg conserve la norme : évident car

2] =< f(@)|f(2) >=< 2|f " (f(2)) >=< 2|z >= ||z’

e Si f conserve le produit scalaire, alofsest orthogonal :
- f estinjectif puisqu’il conserve la norme
- on est en dimension finie, dorfcest inversible

- < f(@)|ly >=< f(@)|f(f""(y)) >=<z|f'(y) > etdoncf~! = f*.0

On peut aussi noter le résultat amusant suivant :

Proposition 173 e Une application de& dansE avecFE euclidien conservant
le produit scalaire est linéaire.
e Une application deF’ dans E avec F euclidien conservant la norme est
linéaire.

Démonstration : e |l suffit de développel] f(A.z + p.y) — A f(x) — u.f(y)|| et
de calculer un peu.
e Un peu de calcul sur les formules liant produit scalaire et norme sffit...

Corollaire 174 f est orthogonal si et seulement si 'image d'une base orﬁho—
normale est une base orthonormale.
L'image d'une base orthonormale par un endomorphisme orthogonal est une
base orthonormale.

Corollaire 175 Une application deF’ dans E avecFE euclidien est une isor
métrie si et seulement si c’est la composée d’une translation et d'un endomor-
phisme orthogonal.

Démonstration : Il est évident que la composée d’'une translation et d’'un endo-
morphisme orthogonal est une isométrie. Réciproquement, on procéde comme sulit :
e On se donn¢g une isométrie dé& dansF
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e On considérg = (z+— x — f(0)o f
e On montre qug conserve la norme
e On conclut par la propositioh730

Quelques propriétés faciles des endomorphismes orthogonaux, utilisant les résul-

Proposition 176 Soitf € O(E) :
e Le spectre d¢ estinclus dang—1,1}
e Le déterminant d¢ est—1 ou1l

(voirl.3.2
eE=Im(f—-1)@® Ker (f—1)

e [ est stable paf += F est stable pa e Un endomorphisme ortho
tats ci-dessus ;gonal a toutes ses valeurs propres égalesaa —1
¢ Un endomorphisme orthogonal diagonalisable est une symétrie orthog

pnale

Quelques résultats sur les endomorphismes symétriques et antisymétfiquies (

espace euclidien) :

Proposition 177 e Un endomorphisme est symétrique (resp. antisymétri

si et seulement si sa matrice dans une base orthonoresalgymeétrique (resp.

antisymétrique)
e L’ensemble.(E) des endomorphismes deest somme directe de I'ensemk
S(F) des endomorphismes symétriques et de I'ensemd® des endomor-
phismes antisymétriqued(E) = S(E) & A(E).

e dim L(E) = n? avecn = dim E

e dim S(E) = in.(n+1) avecn = dim E

o dim A(E) = 5n.(n — 1) avecn = dim E

e si f est un endomorphisme antisymétriqueitjealors f o f est un endomor
phisme symétrique

e Un endomorphism¢g de E est antisymétrique si et seulementvsi <
Fl@)|z >=0

[ \V)

e La seule valeur propre possible d’un endomorphisme antisymétrigue est

jue)

e

e L'image et le noyau d¢ symétrique ou antisymétrique sont supplémentalires

orthogonaux

e Le rang d'un endormophisme antisymétrique est pair (en effet sa restri
a son image est une bijection et est antisymétrique, donc il n’a pas de v,
propre puisqué) n’est pas de valeur propre, donc le polynéme caractéristi
n'a pas de racine, donc I'image est de dimension paire)

e Les sous-espaces propres d’'un endomorphisme symétrique sont supp
taires et orthogonaux.

ction
aleur
ue

Iémen-

e Le polyndme caractéristique d’'un endomorphisme symétrique est scindé sur

R (c’est a dire que la somme des multiplicités de ses racine®=st égal a
son degré).

e Un endomorphisme symétrique est diagonalisable dans une base orthonor-

male
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Démonstration : La seule chose qui justifie que I'on fasse une preuve est I'avant-
dernier point, qui entraine le dernier.
e On se donng un endomorphisme symétrique,/dt sa matrice dans une base ortho-
normale.
e Soit A une racine dan€ du polyndme caractéristique dé.
e On peut trouver un vecteur colondé (a coefficients complexeson nuls) tel que
M.C=)\C
o' X MX =X'X.X
e en conjuguant et en transposant on obtigkit(r37).X = A X.X cest a dire
X MX =)NX.X
eonadonc\!X.X = \'X.X
¢ X .X estnon nul dona € R et c’est finiO

3.5.3 Oirientation d’'un espace euclidien

On pourra consulter au préalable la pdttie

Définition 178 On appelleespace euclidien orientéin couple(E,C) ou E
est un espace euclidien@tune classe d’équivalence sur 'ensemble des bases
de E pour la relation d’équivalenc& définie par

BRB' <= det Pg.p >0

L'orientation de F' sous-espace vectoriel de dimension — p de (E,C)
espace euclidien orienté de dimension suivant (es, ..., e,,) une base d’un
supplémentaire deF est I'espace euclidien orienté

(F, {(ep+1,--sen)/(€1,...,en) € C})

(il s'agit d’'un espace euclidien orienté)

On appellebase directede I'espace euclidien orienté, C') une base appar
tenant aC'.

On appellebase indirectede I'espace euclidien orientd&, C') une base n’ap-
partenant pas .

Il n’y a que deux orientations possibles d’'un méme espace euclidien.

L'espace euclidien orienté usuel correspondaRt'&st donné par la base (directe
par définition)

((1,0, ...,0),(0,1,0, ...,0),(0,0,1,0, ...,0), ..., (0,0, ...,0,1,0), (0, ..., 0, 1)).

Propriétés faciles :K est un espace euclidien donné, de dimensipn
e Si o est une permutation paire (resp. impaire) et;si.., e,, est une base d& es-
pace euclidien, alor®;);c1,n] €t(eq(i))ie,n) SONtdans la méme classe d’équivalence
(resp. ne sont pas dans la méme classe d’équivalence@(&oipour en étre comple-
tement convaincu).
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o Si(€:)icp1,n) €t(fi)ien,n) SONtdeux bases deavecf; = f(e;) (f estdonc un auto-
morphisme), alors les bas@s);c(1,,) €t(fi)ic(1,») SONt dans la méme classe d'équiva-
lence si et seulementget f > 0 (en effetf est alors I'endomorphisme de la matrice
de passage de la base dea la base deg;.

e si B et B sont dans la méme classe aldesp(.) = detp (.).

Ceci permet d'introduire de nouvelles définitions :

Définition 179 On appelleproduit mixte d'un espace euclidiefF, C) de
dimensiom I'application det g pour une basé3 € C quelconque ; on le note
(T1, ey Tp) = [T1, ey xp] = detp (21, .oy Tp)-

Si E est un espace euclidien de dimensipalors étant donnésg etb danskFE,
I'application qui az dansE associ€[a, b, z] est linéaire, donc elle est éga
ax —< clz > pour un certainc € F (voir le théoremel63); on notea A b
I'élémentc de E, et on I'appelleproduit vectoriel de a et b.

D

Le produit vectoriel n'est pas commutatif !

\\ //
ﬁ\ Intuitivement, le produit mixte dézq, ..., z,) est le volume algébrique

(lié & l'orientation) de{O + t1.21 + to.x2 + ... + tn.2pn/(t1, ..., tn) € [0,1]™} (iNdé-
pendamment d@).
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Proposition 180 Propriétés du produit mixte et du produit vectoriel (celles
du produit mixte sont valables en toute dimension; le produit vectoriel n’est
défini qu’en dimensioB) (dans les deux cas rien n’est possible en dehors d’'un
espace euclidien orienté

eaNbe Vect(a,b)*

eaANb=—-bAa

eaANb=0 < aetbsontliés

e (a,b) — a A bestbilinéaire

o (a,b) libre — (a,b,a A b) est une base directe

e Le produit mixte d’'une base est non nul

e Le produit mixte d'une base directe est strictement positif

e Le produit mixte d’'une base indirecte est strictement négatif
e Une famille est une base orthonormale directe si et seulement si son produit
mixte esfl
e Une famille est une base orthonormale indirecte si et seulement si son produit
mixte est-1

b [f(xl)v ) f($n)] = (det f)[xh 73771]

e DansR?, le produit vectoriel déx, y, z) par (z/,y’, 2’) est égal a

(y2' — 29, z.2 —x2 2y — —y2')

moyen mnémotechnique : ce sont les cofacteurs de la troisieme colonne dans
la matrice suivante :

z z 7
!

y y 7

z z 7

e (aNb)Nec=<alc>.b— <blc>.a

eaN(bAc)=<alc>.b—<alb>.c

e Si F est euclidien orienté de dimensi8nalors I'application ¢ de E dans
L(E) définie par¢(z) = (y — = A y) est a valeurs dans I'ensemble des
endomorphismes antisymétriques e en restreignant I'espace d'arrivée
I'ensemble des endomorphismes antisymétriquels dest un isomorphismé
deFE.

O—

0 —2 y
La matrice dep(u) avecu = (z,y,z)est| =z 0 —z | danslaméme
-y 0

base.

Toutes ces propriétés s'obtiennent facilement en considérant simplement la défini-
tion du produit mixte ou du produit vectoriel.
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Proposition 181 (Identité de Lagrange)

lla A1 = flall . |b]*~ < alb >

Démonstration :  On suppose et b libres, sinon le résultat est clair par Cauchy-
Schwartz (voir la parti&.1).

<ala> <alb> 0
[a,b,anb)> = | <alb> <blb> 0 = [lanb|*.(|al®.6]* = < alb >?)
0 0 <aAblanb>

mais on a aussi
[a,b,a AD)? =< a Abla Ab>%=|laAb|*

D’ou le résultat désirél

Corollaire 182
lla Abl| = [lal] x [|b]] x sin(0)

avect I'écart angulaire entrez etb.

Maintenant quelques propriétés un peu plus difficiles.

Proposition 183

[1'17 ...7[L'n]2 = det(< {Ei|{L'j >(i,j)6[1,n]2)

Démonstration : On poseM la matriceM; ; = e} (x;) avec(e;);c1,,) Une base
orthonormale.
(€1, ..., 2n] = det M = det *M
[T1,..., ] = det *M.M
Mi’j =< €i|$j >

n
(MM); ;=" < eglwi > . < exla; >
k=1

d'ou le résultata
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Proposition 184
[[21, -y wal| < TG [l

l[z1, . 2n]| = I [J24]] <= (Fi/z; = 0V (24);¢1,n) €St Orthogonalg

Démonstration : Si le systeme est lié, le résultat est clair (on rappelle que le dé-
terminant d’'une famille liée est nul).
Sinon, on peut construire par la méthode d’orthonormalisation de Schmidt une base
(e1,..,en) AVECY(i, ) € [1,n]? < zjle; > > 0.
La matrice de passag®.,),_, ,.,,(z:).cp..,, €St triangulaire (voif.64) ; son déterminant
est le produit des< x;|y; >, donc par I'inégalité de Schwartz est inférieur ou égal en
valeur absolue au produit déis; ||, avec égalité si et seulement si pour tout; et y;
sont liés, donc si la famille est orthonormale.

3.5.4 Formes quadratiques sur un espace euclidien

Pour plus d’informations on pourra consulter la paPtié.3

3.6 Espaces hermitiens

Pour introduction on pourra consulter la paii€, sur les espaces préhilbertiens
complexes.

3.6.1 Définition et premiéres propriétés

Définition 185 On appelleespace hermitienun espace préhilbertien con
plexe de dimension finie, non réduif{ ;.

On rappelle quelques propriétés, issues plus ou moins directement de la définition
des espaces préhilbertiens complexes (voir la parfipour des rappels) :

e Un espace hermitien est un espace de Hilbert; toutes les propriétés des espaces
de Hilbert sont donc valables ici (voir la partied)

e < .|. > est sesquilinéaire (i.e. semi-linéaire par rapport a la premiére variable et
linéaire par rapport a la deuxiéme variable)

e siz est non nul alors< z|z > estun réeb> 0 (< .|. > est positive car pour tout
x < x|z > est positif et définie cat non nul— < x|z > non nul)

e < .|. > est hermitienne, c'est-a-dire z|y >= < y|z >

e toute famille orthonormale peut étre prolongée en une base orthonormale

e Pour tout sous-espaded’un espace hermitieR, onakl = F @ F+- etF = F+

e Etant donnée une base orthonorm@lg;c: ) de E hermitien, tout vecteur de

E vérifie
T = Z < ez >e;

i=1l..n
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e Etant donnée une base;);c[1 ,) d’'un espace hermitien, il existe une base or-
thonormale(y;);c1,) telle que pour touyj y; est combinaison linéaire des pour
1 <1 < j(voir 164

e Etant donnéF un espace hermitien I'application quizaassocie I'application
y —< x|y > est un semi-isomorphisme desur E*.

e En corollaire de la propriété ci-dessus, étant doAhén espace hermitien de
dimensionn, pour toute famille(z4, ..., z,,) de C™ et toute basées, ...,e,) de E, il
existe un unique dansF tel que< x|e; >= z; (on aurait pu, au lieu de zle; >= x;,
demandek e;|z >= z;, comme on s’en rend facilement compte en considérant le fait
que< .|. > est hermitienne).

e Etantdonnége; ) ;¢ ) Une base orthonormatie I avecE hermitien, la famille
des(z —< e;|z > estla base duale de la base (€3,c[1 ,, (il s'agit de 'image de la
famille dese; par le semi-isomorphisme ci-dessus).

La derniére propriété nécéssite que la famille soit orthonormale !

C™ muni de I'applicationz,y) — Y .-, T; X y; est un espace hermitien.

De méme que les espaces euclidiens sont isomorpgResrauni du produit scalaire
euclidien usuel, on retiendra que les espaces hermitiens sont isomor@hasiani du
produit scalaire hermitien usuel (ce qui fait que beaucoup de propriétés intuitives se
retrouvent vraies).

3.6.2 Adjoint d’'un endomorphisme d’'un espace hermitien

Théoréme 186 Pour tout endomorphismg de I'espace hermitiei il existe
un et un seul endomorphisnfé de E tel que pour toutz,y) € E? on ait
< f(@)ly >=<z[f*(y) >

Démonstration :

e Existence

L'application f* z — Y7 | < f(e;)|z > .e;.

e Unicité

< ei|f*(x) >=< f(e;)|x >, doncf*(x) est entiérement déterminé par ses coordonfiées.

Proposition 187 L'application F qui a f associe f* est un semi-
endomorphisme dB(E). F est involutif, c'est a dire qué’ o F' = T.
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Démonstration : Facile O

Définition 188 e f* s’appelle I'adjoint de f.

e f endomorphisme d’'un espace hermitiérest ditunitaire lorsquef o f* =
ffof=1.

e f endomorphisme d’'un espace hermitierest dithermitien lorsque f =
I

e Une matrice carréel/l a coefficients dan€ est diteunitaire si elle vérifie
IM.M=1.

e Une matrice carréeM a coefficients dan§ est ditehermitienne si elle
vérifiet M = M.

On remargue donc qu’'un endomorphisme unitaire est un endomorphisme inversible
f tel que pour tout: et touty de E < f(z)|y >=< z|f~1(y) >.

Par ailleurs un endomorphismfed’'un espace hermitien est hermitien lorsque pour
toutx et touty de E on a< f(z)|ly >=< z|f(y) >.

Sans surprise suite au cas euclidien, un endomorphjsdien espace hermitien
est unitaire si et seulement si il conserve le produit scalaire, i.e.

< f(@)|fly) >=< =y >

Ou méme simplement la norme, i.e.

1f ()]l = f(x)

De méme que dans le cas des euclidiens, on note que I'adjoint de 'inverse (quand
il existe) est l'inverse de I'adjoint (qui dans ce cas existe nécessairement), que I'ortho-
gonal de I'image est le noyau de I'adjoint, et que I'image de I'adjoint est I'orthogonal
du noyau; quéf o g)* = g* o f*.

De méme qu’un endomorphisme d’un espace euclidien est orthogonal si et seule-
ment si 'image d’'une base orthonormale est orthonormale, un endomorphisme d'un
espace hermitien est unitaire si et seulement si I'image d’'une base orthonormale est
une base orthonormale.

Alors que dans le cas euclidienadns une base orthonormake matrice de I'ad-
joint est la transposée de la matrice, dans le cas hermitiéanst une base orthonor-
malela matrice de I'adjoint est la conjuguée de la matrice transposée. C'est-a-dire

]\/[at(ei)ie[l,n] (f) = t]\/[at(ei)ie[l,n] (f)

Conséquence logique de ce qui précéde, un endomorphisme est unitaire si et seule-
ment si sa matrice dans une base orthonormsti@nitaire.

Et un endomorphisme est hermitien si et seulement si sa matrice dans une base orthonormale
est hermitienne.

Les valeurs propres d’'une matrice hermitienne (ou d’'un endomorphisme hermitien)
sont toutes réelles.

Le polynéme caractéristique dgé est le conjuguéu polyndme caractéristique
def
On pourra consulter la parfi@ pour plus d’'informations sur la structure de I'en-
semble des endomorphismes unitaires.
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Le spectre d’'une matrice unitaire est inclus dans le cercle unité; son déterminant
appartient donc aussi a ce cercle unité.

Proposition 189 (Sur les endomorphismes hermitiens).’image et le noyau
d’'un endomorphisme hermitien sont orthogonaux.

Les sous-espaces propres d’'un endomorphisme hermitien sont en somme di-
recte orthogonale.
Si f est un endomorphisme hermitien eff5est un sous-espace stable par
alors F+ est stable parf qui induit sur cet espace un endomorphisme hermi-
tien.
Si f est un endomorphisme hermitien, algfsest diagonalisable dans une
certaine base orthonormale.

Démonstration : Méme principe que dans le cas euclidien.
De méme, siM est une matrice complexe hermitienne, alors il exiBtanitaire
telle que’ P.M. P soit diagonale.

3.6.3 Formes quadratiques sur un espace hermitiefl
\oir la partie2.4.4
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Chapitre 4

Algebre lineaire en dimension
finie

4.1 Geénéralités

Définition 190 Un espace vectoriel est die dimension finielorsqu’il admet
une base de cardinal finie. Dans le cas contraire il estidilimension infinie
Dans un espace fini le cardinal d’'une base est appi@igensionde I'espace
(il faudra voir plus loin que toutes les bases ont alors méme cardinal)| Un
sous-espace vectoriel d’'un espace vectafiadst dit decodimension finiesi
la dimension de I'espace quotient est finie. On appelle atodimensionde
cet espace la dimension de I'espace quotient. Sinon il est dibdenension
infinie.

Dans la suitey désigne urkK-espace vectoriel de dimension finie.

Théoréme 191 (Théoréme de la base incompléte§i I est une famille libre
et K une famille génératrice finie, avdcC K, alors il existeJ avecl C J C
K tel queJ soit une base.

Démonstration : On considere/ libre maximal au sens du cardinal vérifiahtz
J C K. Sitoute famille plus grande incluse daiisest liée, alors tout élément dé€ est
combinaison linéaire d’éléments de tout élément dd€” s’écrit comme combinaison
d’éléments dd<, qui eux-mémes s’écrivent comme combinaisons linéaires d’'éléments
de J. Donc la familleJ est génératricel

Lemme 192 (Lemme de Steinitz)Si E est non réduit §0}, F admettant une
famille génératricel de cardinaln, toute famille den + 1 vecteurs (ou plus
est lie.
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Démonstration : e Le casn = 1 est trivial. On procede alors par récurrence.

e Supposons la propriété vraie pouk N et soitn = N ; supposongr admettant
une famille génératricé,, ..., b,, de cardinal.. NotonsF' le sous-espace vectoriel de
FE engendré paby, ..., b, 1.

e Donnons-nous une famille, ..., e, de E.

e Soit, pouri € [1,n+ 1], f; € F et); € Ktel quee; = fi + \; by,.

e Si tous les\; sont nuls, alors I'hypothése de récurrence appliquEegarmet de
conclure.

e Supposons alors; # 0; dans ce cag, = Ail(el - f1)-

e On peut alors exprimes; — f; en fonction dee; — f; pour touti, puis z; =
e; — j—;‘el comme combinaison linéaire dgs donc comme éléments dé pour tout
1> 1.

e L’'hypothése de récurrence permet alors de conclure que lesur: > 1 sont
liés.

e On écrit alors)_ a;z; = 0, avec lesa; non tous nuls; en développant =
e; — 2ieq, on obtient une combinaison linéaire nulle & coefficients non tous nuls des

)\1‘ ,
e;. D'ou le résultat]

Théoréme 193Dans un espace de dimension finie, toutes les bases ant le
méme cardinal.

Démonstration : Conséquence immédiate du lem#2.0

Théoréme 194 Deux espaces vectoriels de dimension finie sur le méme corps
sont isomorphes si et seulement si ils ont méme dimension.

Démonstration : S'ils sont isomorphes, I'image d’une base de I'un par un isomor-
phisme est base de l'autre, donc ils ont méme dimension. S’ils ont méme dimension,
alors avede, ..., e,,) Une base de I'un, €tf1, ..., f,) une base de l'autre, I'application
ST Aiei = > A fi pour(Aq, ..., Ap) € K™ est un isomorphisme, comme on le vérifie
facilement (la fonction est bien définie dax, ..., e,,) est une base, linéarité évidente,
injectivité immédiate caf fi, ..., f,,) est libre, surjectivité immédiate caf, ..., f,.)
est génératrice)l

Théoréme 195 F', sous-espace vectoriel de est égal aF si et seulement s
dim E = dim F.

Démonstration : |l est clair que siF’ et E' sont égaux, alors ils ont méme dimen-
sion. Réciproquement, s’ils ont méme dimension, alors une bageed une famille
libre de méme cardinal qu’'une base Bedonc c’est une base de (voir le lemme de
Steinitz ci-dessug)l
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Théoréme 196 Tout sous-espace vectoriel @&(FE est supposé non nul) ag
met un supplémentaire, etBi= F' & G, alorsdim FE = dim F + dim G, et
une base dé s’obtient en réunissant une base Hest une base d€'.

Démonstration : Conséquence du théoréme de la base incompléte.

Maintenant quelques théorémes faciles, sans démonstration, mais fort pratiques
néanmoins :

Théoréme 197 Etant donnéd” et G des sous-espaces vectorielsidgon a
dim (F + G) +dim (FNG) =dim F + dim G.

Théoréme 198 F' et G sont supplémentaires darfs si et seulement si leur
intersection est nulle et si la somme de leurs dimensions soit la dimensipn de
FE.

Théoreme 199 F' et G sont supplémentaires daris si et seulement si leur
intersection est nulle et si leur somme est égale. a

Théoréeme 200 F' et G sont supplémentaires daris si et seulement si leur
somme est égale & et si la somme de leurs dimensions est égale a la dimen-
sion deF.

Théoreme 201 Etant donnég' sous-espace vectoriel dg, la dimension de
E/F est égale a la dimension deé moins la dimension d€'.

Théoreme 202Si les E; sont de dimension finie, alo&m II,— ,E; =
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Théoréme 203 Si E et F' sont de dimension finie, aloy £, F') est de dimen-
sion finie edim L(E, F) = dim E.dim F.

Démonstration : On considére une base deet une base dé', notées respecti-
vement(e;) et(f;); alors lesd; ; définies paw; ;(e;) = f; etd; ;j(e;) = 0 pourl # ¢
forment une base dé(E, F).0

Définition 204 On appellerang d’'une famille finie de vecteurs la dimension
de I'espace vectoriel que cette famille engendre.
On appellerang d’une application linéaire la dimension de son image lorsque

celle-ci est finie. C’est en fait le rang de I'image d’'une base lorsque 'espace
de départ est de dimension finie

Théoréme 205 (Théoréme du rang)Si f € L(E, F) etE et F' de dimension
finie, alorsIm f et Ker f sont de dimension finie, éim E = dim Im f +
dim Ker f.

Démonstration : On considére un supplémentaire du noyau, et on montre qu'il est
isomorphe a I'image d¢ (voir théorémel9).0

Corollaire 206 Soit f une application d’'un espace vectoriglvers un espace
vectoriel ', avecE et F' de dimension finie et de méme dimension, afoest
un isomorphisme si et seulement si I'une des propriétés suivantes est vérifiée :
e f a un noyau réduit a un singleton

e f estinjective

e f est surjective

o f est bijective

e Le rang def est égal a la dimension dé

Proposition 207 (Quelgues propriétés du rang)e Le rang d'une famille fi-
nie de vecteurs est invariant par permutations

o Multiplier un vecteur d’une famille par un scalaire non nul ne change pas le
rang de la famille
e On ne change pas le rang d'une famille de vecteurs en additionnant @ un
vecteur une combinaison linéaire des autres vecteurs
e Le rang d’'une famille de vecteurs est le méme si I'on suppirme un vecteur
nul
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4.2 Dualité en dimension finie

4.2.1 Dualité simple

E est un espace vectoriel normé de dimension finie

Définition 208 Etant donnée une base;);c[; ) de E, on appellgormes co-
ordonnées associedssn formes linéaires; définies pae’ (e;) = d; ;.

On note quer = >, €} (z).¢;.

Théoréme 209e dim E* = dim E.

e La famille dese} est une base d& ; on I'appellela base dualede la base
(ed).

e Tout f appartenant &£* s'écrit f = 3. f(e;).ef

e Pour toute baséf;) de E*, il existe une base d& dont la base duale est la
base desf;).

Démonstration : Ladimension déZ* est égale a la dimension dg cardim L(E, K) =
dim E.dim K ; il suffit donc de montrer que la famille est libre. On se donne une com-
binaison linéaire nulle des; ; en considérant 'image de la combinaison linéaire nulle
dee; on voit que le coefficient de! est nulle pour tout.

On se donne une applicatignqui ax associg f; (z), ..., f(z)). On montre sans trop
de difficultés quep est un isomorphisme dE dansK™. Donc il existe une basg;)
telle quep(e;) = (di1 i, ..., 0i 4, ...0n ;) ; CEtte base conviemt.

Théoréme 210Soit E et F' desK-espace vectoriel de dimensions finies (non
nécéssairement égales). Alors 'application transposition qiii@ L(E, F')
associ€ f € L(F*, E*) est un isomorphisme. En outre le rang'deest égal
au rang def et

Ker'f=(Im f)*

Démonstration : Facile O
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4.2.2 Bidual

E est un espace vectoriel normé de dimension finie

Théoreme 211 (Bidual) L'application deE dansE** qui ax associe la fonc-
tion qui a¢ dansE* associep(x) est un isomorphisme ; on I'appeligomor-
phisme canoniquede E dansE**. On peut donc identifieE’ et F**.

Démonstration : Les dimensions d& et E** étant égales (on est toujours dans
le cadre de la dimension finie) il suffit de voir que cette fonction est un isomorphisme.
Supposons d’image nulle ; alors quel que saft f(z) = 0. Siz est non nul, alors on
peut I'appeler; et le compléter en une basg; alors on constate que€ (z) = 0 pour
touts, ce qui est contradictoirg.

4.2.3 Orthogonalité

E est un espace vectoriel normé de dimension finie

Théoréme 212 Quel que soitF’ sous-espace vectoriel dg on a :
odim E = dim F + dim F+
oL’ =F

Démonstration : Si F' = {0} alors le résultat est clair. Sinon, on considére une
base(f:)ic1,7) de F, et on la compléte en une bak);c[1 ) de E. On considére la
base dualéf;) ; il est clair alors que legf;);~ ; forment une famille libre génératrice
de '+, d’oli la premiére assertion.

On constate bien quE~-° est inclus dang; la dimension permet de conclure.

Théoréme 213 Quel que soitF' sous-espace vectoriel d&, on a:
e dim FE = dim F + dim F°
O ACE—

Démonstration : La méthode est la méme que précédemment; il faut juste se sou-
venir que toute base du dual est la base duale d’'une certainélbase.

Théoréme 214 Avec¢ I'isomorphisme canonigue d& dansE**, pour tout
F sous-espace vectoriel dg on aF+" = ¢(FL%) = ¢(F).
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Démonstration : 1l n'y a qu'a I'écrire et ca marche tout seutl..
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4.3 Calcul matriciel

4.3.1 Bases sur les matrices

Définition 215 (Définitions de base sur les matricesPpn appelle matrice
de type (n, p) sur un corps K toute application dé1,n| x [1,p] (intervalles
deN) dansK. On la représente généralement comme suit :

mi 1 mi,2 e mip
ma1 ma 2 . map
Mp,1 Mp2 N Mn,p

On noteM,, ,,(K) 'ensemble des matrices de tyfe p) sur le corpsk.

On appellematrice ligne une matrice de typél, p), et bf matrice colonne un
matrice de typén, 1).

On appellematrice extraite d’'une matrice de typén, p) la restriction de cette
matrice &l x J, avecl C [1,n]etJ C [1,p].

On appellei-iéme vecteur-lignede la matriceM de type(n, p) la restriction
de cette matrice &i} x [1, p]. On peut identifier un vecteur-ligne a un élément
deKP.

On appellej-ieme vecteur-colonnale la matriceM de type(n, p) la restric-
tion de cette matrice i, n] x {j}. On peut identifier un vecteur-colonne a un
élément d&K™.

On appellematrice associé& un morphismg de I'espace vectoriel' de di-
mensionp dans I'espace vectorief’ de dimensiom et aux base3 = (e;)

et B’ = (f;) de E et F respectivement la matricd/ de type(n, p) telle que
M; ; = f(e;). OnlanoteMatp p(f).

Inversement, on appellapplication linéaire canoniquement associée a la
matrice M le morphisme d&? dansK"™ dont la matrice associée esf.

1%

Proposition 216 Une matrice de type, p admetC;”'.Cg/ matrices extraites
de type(n’, p’).

Proposition 217 FE et I’ étant de dimension respectivestn sur le corpsk,
ona
L(E,F) ~ M, ,(K)

via lisomorphismef — Matg g/ (f).
AvecE = KP et ' = K", et B et B’ les bases canoniques, on a alors un
isomorphisme canonique entfg8K?, K") et M, ,(K).
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Démonstration : EvidentO

Proposition 218 (Matrice canonique d'une application linéaire en dimension finig)
Soit f une application linéaire entré&, espace vectoriel de dimensipnet F’,
espace vectoriel de dimensian soit » le rang def. Alors il existe une base
B et E et une base3’ de F telles que

MatE;,B/ (f) = M

avec
M1JZIS|Z:]§T

M; ; = 0 sinon

On appelle cette matricematrice canonique def.

Démonstration : Considérer une basB; d’'un supplémentaire du noyau ge
considérerB; = f(B;); considérerB; une base du noyau dgé et compléterB; en
une base3’. Il reste a considéreB = B; U By.0

Remarque 219 La matrice d’'une forme linéaire est une matrice-ligne.

Définition 220 (produit matriciel) On appellematrice produit des matrices
A et B de types respectifs, ¢) et(q, p) la matriceC de type(n, p) telle que

Cij= Z A; 1By

ke[l,q]

OnnoteC = Ax BouC = A.B.

Proposition 221 e Le produit matriciel défini ci-dessus est associatif et biili-
néaire.

e AvecA = MatB,B/(f) etB = MatB/,Bu(g), Bx A= MatB,B//(g o f)

e Avecx € FE, X le vecteur des coordonnées dalans la baseB, alors les
coordonnées dg = f(z) dans la basé3’ sont celles d&", avecY = M x X,
etM = MatB’B/(f).

Démonstration : Facile (et non moins important).
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4.3.2 Espace vectorieM,, ,(K)

E et F K-espace vectoriel de dimensions respectivesn.

Définition 222 On appellematrices élémentaires de typén, p) les matrices
E; ; avecE; j(a,b) = dq,.0p,;; C'est & dire les matrices de type:,p) ne
comportant qu'url et des) partout ailleurs.

Q-

Proposition 223 M,, ,,(K') est unkK-espace vectoriel pour I'addition terme
terme et pour la multiplication terme a terme par un scalaire.
L'application de L(E, F') dans M,, ,(K) qui & une applicationf associe
Matp p(f) estun isomorphisme.

Les matrices élémentaires forment une base de cet espace vectoriel , qui est
donc de dimension.p.

4.3.3 Transposition de matrices

Définition 224 (Transposée d’'une matrice)Etant donnée une matricel on
appellematrice transposéede M/ la matrice N avecN; ; = M; ;. SiM est
de type(n, p), alors N est de typép, n).

On noteN =t M.

Proposition 225 e L'application M ! M est un isomorphisme entJe
M, »(K) et M, ,(K) en tant queK-espaces vectoriels .
o(AxB)=tBx'A

° MatB/*7B*(tf) =t MatB,B’(f)
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4.3.4 Le cas des matrices carrées : [E-algébre M, ,(K)

Définition 226 On appellematrice carrée une matrice de typé:, n) pour un
certainn. On noteM,, (K) = M,, ,,(K).

On appellematrice d’'un endormophisme f associée a une baggla matrice
Matp p/(f); onlanote aussMatp(f).

On appellediagonale d'une matrice carréeM de type(n,n) le vecteur
(Ml,h 8] Mi,ia a3 Mn,n)

On appelletrace d’une matrice carréel/ la sommey ;. ,; M; ;. Onla note
tr(M). L'application M — tr(M) est une application linéaire.

On appellematrice unité d’ordre n la matrice A/ avecM; ; = ¢; ;. C'est la
matrice de I'endomorphisme identité.

On appellematrice scalaire une matrice égale a.I avec\ un scalaire et/
une matrice unité.

On appellematrice diagonale associée a un-uple m la matrice M de type
(n,n) définie parM; ; = m; etM; ; = 0sii # j. On noteM = diag(m).
Une matrice est ditaymétrique si elle est égale a sa transposée.

Une matriceM est diteantisymétrique si elle est égale a I'opposée de sa
transposée, c'est a dire &/ = — M.

Une matrice carrée est diteiangulaire supérieure sij < i — M; ; =0
On note7,? 'ensemble des matrices carrées triangulaires supérieures d’oydre
n.

Une matrice carrée est diteiangulaire inférieure sij > i — M; ; =0
On note7,! 'ensemble des matrices carrées triangulaires inférieures d’ordre
n.

Proposition 227 ¢ M,,(K) est unek-algebre, isomorphe a I&-algébre des
endomorphismes dé&™ (ou deF, pour toutE espace vectoriel de dimension
¢ Si M estinversible, alors sa transposée ausgi‘at ) ~! =t (M ~1).
o ir(AB) = tr(BA) (que A et B soient carrées ou non, pourvu que le produ
soit carré)
e Une matrice est scalaire si et seulement si c’est la matrice associée a un en-
domorphisme de la forme+— \.x.
e L'ensemble des matrices diagonales.ii, (K) est une sous-algébre com
mutative deM,, (K).
o L'ensemble des matrices symétriquesidg (K) et 'ensemble des matrices
antisymétriques deM,, (K) sont des sous-espaces vectorielsMg, (K) ; si
K n’est pas de caractéristique, ils sont supplémentaires; ils sont alors de
dimensions respectivéé(’;“) et ”'(’;’1) , engendrés respectivement par les
E;; + E;; pouri < jetparlesE;; — E;; pouri < j. Toute matrice
carrée M s'écrit A + S, avec A antisymétrique efS antisymétriques, avec
A=iM —"MetS=iM+'M

e Le produit de deux matrices symétriques est symétrique si et seulement si les
deux matrices commutent.
e L'ensemble des matrices triangulaires supérieures est une sous-algeébre de
M., (K), de dimensiom.(n + 1) /2.
e L'ensemble des matrices triangulaires inférieures est une sous-algebre de
M, (K), de dimensiom.(n + 1)/2.g7
e L'ensemble des matrices triangulaires inférieures estisomorphe a I'ensemble
des matrices triangulaires supérieures
e Les éléments inversibles de I'ensemble des matrices triangulaires supérjeures
(resp. inférieures) sont les matrices triangulaires dont tous les coefficients dia-
gonaux sont non nuls ; ils forment un sous-groupe multiplicatifdg(K).

¢ Etant donnée une matricé de M,,(K), on appellecommutant de A le

sous-ensemble det,, (K) des matrices commutant avec
a2 Etant Adanndad 1ina matrice Adev 4 (T]) An A&finit A0 — 7 avarT la matrica

it




Démonstration : Seul le dernier point pose difficulté. Il nécéssitera le théoréme de
Cayley-Hamilton, qui montre qué” € Vect(A°,..., A»~1). La suite est clairel

4.3.5 Changement de bases

Soit E espace vectoriel de dimensianet (e;) et(f;) des bases d&.

Définition 228 On appellematrice de passagele la base(e;) a la base(f;)
la matrice P de type(n, n) définie parP; ; = e} (f;); onlanotePy,) ) Il
s’agit en fait de la matricé//at 5,) (e, (1)

Proposition 229 e Le produit de la matrice de passage Bea B’ par la ma-
trice de passage dB’ a B” est la matrice de passage dra B”.

Pyl =Py p

e Etant donnéx le vecteur des coordonnées delans une bas®, les coor-
données de dans la baseB’ sont données pak’ avecX’ = Pp/ pX.

° MatB/p/ (f) = PC/7c.MCLtB,C(f).PB7B/

e Dans le cas d’'un endomorphisméat g/ (f) = Pp' p.Matp(f).Pp .

La matrice de passage d&a B’ donne les coordonnées daBsen fonction
des coordonnées daf¥ et pas le contraire... La terminologie vaut ce qu’elle vaut! On
peut le retenir en considérant que la matrice de passage de |®l3alsebaseB’ est la
matrice dan$B de I'endomorphisme dont I'image d@ estB’.

4.3.6 Groupe linéaire et groupe spécial linéaire

\oir ??.

4.3.7 Groupe orthogonal réel et groupe spécial orthogonal réel

\oir ??.

88



4.3.8 Rang d’'une matrice

Définition 230 (Matrice associée a une famille finie de vecteurdftant
donnée une famille de vecteyts,, ..., z,,) d'un espace vectoriel de dimensign
finie n et une basév, ..., v,) de E, on appellematrice associée a la famille
desz; et & la base des; la matrice M définie par)M,; ; = v} (z;).

On appellerang d'une matrice M le rang de la famille de ses vecteurs
colonnes. On le noteg(M).

Une matriceN extraite deM, avecN carrée inversible d’ordre le rang d&/,
est appeléenatrice principale de M.

Proposition 231 e Le rang d’'une matrice associée a un systéeme de vectleurs
et a une base est indépendant de cette base.
erg(Matp p/(f)) =rg(f)
(tM) = rg(M) < min(n,p), avecM de type(n, p).
(M) =n <= M surjective
erg(M)=p < M injective
o rg(M.M') < min(rg(M),rg(M’))

Démonstration : Refaire cette preuve facile réveillera les neurones consacrés a
I'algebre linéaire chez ceux pour qui tout cela est un peu ouhblié...

Proposition 232 Le rang d'une matricél/ non nulle est égal @ maximal tel
gu’il existe une matrice extraite inversible de typen) de M.

Démonstration : e Il est clair que le rang dé/ est supérieur au rang de toute
matrice extraite inversible (considérer une combinaison linéaire nulle des vecteurs cor-
respondants dé/).

o Etant donné- le rang deM il existe une famille libre de vecteurs parmi la famille

des vecteurs colonnes dé.

On peut alors considérer la transposée de cette matrice ; son rang est le méme, et donc
on peut se restreindre au méme nombre de colonnes.
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4.3.9 Matrices équivalentes, matrices semblables

[ Matrices équivalentes

Définition 233 (Matrices équivalentes)Deux matricesd et B de méme type
(n, p) sont diteséquivalentessi il existe P et (Q des matrices inversibles de
types respectifép, p) et(n, n) telles que

B=Q.AP

Quelques propriétés immédiates :

Proposition 234 e Il s'agit d'une relation d’équivalence.
e Deux matrices de méme type sont équivalentes si et seulement si elles| repré-
sentent un méme morphisme dans des bases différentes.
e Deux matrices de méme type sont équivalentes si et seulement si elles ont le
méme rang.

Dans la deuxiéme propriété, il faut bien voir gu’il faut changer éventuellement
a la fois la base de départ et la base d’arrivée.

[ Matrices semblables

Définition 235 (Matrices semblables)Deux matrices carréesd et B de
méme type sont dites semblables s'il existe une mattitedle que

A=PB.P!

Proposition 236 e Il s’agit d'une relation d'équivalence
e Deux matrices sont semblables si elles représentent un méme endomorphisme
dans deux bases différentes

e Deux matrices semblables ont méme rang
e Deux matrices semblables ont méme trace

Démonstration : Facile pour les trois premiers points ; pour le quatrieme il suffit
de se rappeller que la trace deé3 est égale a la trace deA.O

Cette fois-ci, contrairement au cas des matrices équivalentes, deux matrices de
méme rang ne sont pas nécéssairement semblables.
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La deuxiéme caractérisation fait appel a un endomorphisme et pas une application
linéaire quelconque ; la base de départ est la méme que celle d’arrivée.

4.3.10 Cofacteurs

Définition 237 (Mineur et cofacteur) Le déterminant de la matric&/ a la-
quelle on 6Ote lgj-ieme colonne et la-ieme ligne est appelineur (i, j) de
M. On le note généralemert, ;.

Le déterminant de la matric&/ a laquelle on 6te lgj-ieme colonne pour |3
remplacer par lei-ieme vecteur de la base est appet#acteur (i, j) de M.
On le note généralement ;(A/). On la note généralemenbm (M ).

La matricev ainsi définie est appelématrice de M .

La matrice!~ est appeléenatrice complémentairede M. On la note généra-
lement).

Pour y voir plus clair, le mineu, j) de M est:

M171 MLQ M173 Ml,jfl Ml,j+1 Ml,n
Mg’l MQ’Q Mg’g . M2,j71 MQ,j+1 R Mg}n
M371 Mg,g M373 o Mg,j_l M37j+1 . Mg,n
M471 M472 M473 - M4,j_1 M47j+1 R M4,n
Mi_11 Mi—1p Mii3 ... Mi_1j;1 Mi_1j11 ... M1y,
Mi,l Mi72 Mi,3 - M,;J'_l M¢7j+1 R Mi,n
Mi1qg Mi1p M3 ... M1 Miij01 ... Mi_1,
My 1 M, 2 Mys ... My, -1 Myt - My, p

et le cofacteufi, j) de M est:

M4 M o M 3 Ml,j,1 0 Ml’j+1 M,
M271 MQ)Q M273 S Mg,j_l 0 Mg)j+1 R Mg,n
Mg’l Mg,g M3’3 . M37j_1 0 Mg,j_;'_l R Mg,n
M471 M472 M473 . M47j_1 0 M47j+1 . M4,n
Miyqp Mi—12 Mi_13 ... Mi1;-1 0 Mi_141 ... M1,
Mi,l Mi72 Ml"g e Mi,j—l 1 Mi,j—i—l Ce Mi,n
M; 11 Mi1p Mi13 ... Miq1; 1 0 Mi111 ... M1,
Mn71 Mn’Q Mmg . Mn,jfl 0 Mn,j+1 R Mn,n
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qui est d'ailleurs égal a

M171 Ml,g M173 M17j_1 0 Ml,j+1 Ml,n
M271 Mz,g M273 - M27j_1 0 M27j+1 Ce Mgm
My  Msp Mssz ... Mz;1 0 Msj ... Mz,
M471 M4’2 M473 - M4,j,1 0 M4’j+1 Ce M4,n
M; 11 Mi1p M1z ... Mi1;1 0 Mi1010 ... M1,
0 0 0 - 0 1 0 - 0
M; 11 Mo Mi13 ... Miq1; 1 0 Mi111 ... Mg
Mml Mn)g Mmg . Mn,jfl 0 Mn,j+1 - Mnm

Proposition 238

Proposition 239 La comatrice de la transposée dé est la transposée de Ia
comatrice deM .

Il est nécéssaire pour la suite d’avoir lu la pakié.

Théoréme 240Si M désigne la matrice complémentaire

M.M = det M.Id

et R
M.M = det M.Id
en particulier, siM est inversibleM —1 = deth]\?[.

Démonstration : Considérons le terméi, j) de la matriceM .M. Il s'agit de

D k=1 Vhoi- M, -
Considérons le term@, ;) de la matricelet M.Id.
Il s'agit ded; ;.det M.

On cherche donc a montrer qéigj.det M =3, _ . Vi My ;.

On distingue deux cas :
oif]
On consideére alors la matridd, sur laquelle on remplace la colonhpar la colonne
4 (on ne les permute pas, on supprime la coloimt on copie la colonnga la place).
Le déterminant de la matrice obtenue est nul, puisqu’on a deux fois la méme colonne.
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On développe par rapport a la colonn®©n obtient

Z My ;v =0
k=1..n
et donc le résultat dans ce cas est bien montré.
;=
Dans ce cas on considére le développemenit/dgar rapport a la-iéme colonne et on
obtient
det M = Z Viyi- My = Z Viyi- M 5
k=1..n k=1..n
d’'ou le résultat souhaité.
Le second résultat se déduit du premier en considérant la transposée de chacun des
deux produitgd

4.4 Opérations sur les lignes et les colonnes

On trouvera des manipulations proches de celles décrites ici dans la partie sur les
déterminant®.3. La proposition?? illustre aussi des opérations sur les lignes et les
colonnes.

FLEMMARD -> determinants -> resol syst. lineaires

Définition 241 On appellesystéme d’équations linéairesine équation de |3
forme M X = Y, ou M (matrice) ety (vecteur) sont donnés et oki est
l'inconnue.

Lesopérations sur les lignes et les colonnasune matrice ou d'un systém
linéaire sont par définition :

e l'addition d’une ligne (resp. colonn&)a une ligne (resp. colonng)+ i

e la multiplication d’'une ligne (resp. colonngé)ar un scalaire) # 0

e la permutation de deux lignes (resp. colonneg)j # i

Ces opérations seront notées respectivement :

o L;— L;+ L; (resp.C; «— C; + Cj)

o L; — L; (resp.C; — C;)

oL, — Lj (reSp.C,- — Cj)

On pourra éventuellement ajouter a une ligne (resp. une colonne) une autre
ligne (resp. colonne) multipliée par un scalaike cela se noteral; «— L; +
AL; (resp.C; «— C; + ACY).

0]

Exemples :
e Sur un systéme :

Avant :
1 2 -3 T 1
0 1 1 xZo =
-1 3 -1 X3 3

ApréSLl — L1 +2L5:
1 4 -1 T 5
0o 1 1 To = 2
-1 3 -1 X3 3
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e Sur une matrice Avant :

>~
ot
D

ApréSC’1 — 02

ot
e
()

Proposition 242 Les opérations sur les lignes correspondent & des multiplica-
tions a droite par des matrices inversibles; les opérations sur les colonnes cor-
respondent a des multiplications a gauche par des matrices inversibles.|L'in-
verse d’'une opération sur les lignes (resp. les colonnes) est une opération sur
les lignes (resp. les colonnes).

Démonstration :

Proposition 243 e Le déterminant d’une matrice n’est pas modifié en ajoutant
a une ligne une combinaison linéaire des autres lignes.
o Multiplier une ligne parA multiplie le déterminant paa.
e Permuter des lignes multiplie le déterminant pat.

Les mémes résultats sont valables pour les colonnes.

Démonstration : Cela découle immédiatement des propriétés du déterminant, et
du fait que le déterminant d’'une matrice est égal au déterminant de sa transposée. Ceux
qui ont besoin de rappels peuvent consulter la partel

Théoréme 244 (Formules de Cramer)Considérons le systeme d’équations
linéaire M X =Y, avecM de type(n,n) :

Ml,l Ml,g e Ml,n
Mgﬁl M2,2 . Mg,n
M = : : : :
Myp1 My,o ... M,,
Y = (y17 7y;l)>

On suppose en outre qud est inversible
Alors X est solution, avec

My Mo ... My Y1 My ... My

Moy Moo ... My 1 Yo Mojy1 ... DMy,

= Mn,l Mn,2 v Mn,ifl Yn Mn,i+1 LR Mn,n
e det M
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Démonstration : La solutionX est clairement unique, car par inversibilité e
X =M"1Y.

Onaalorsy” =), X;,C), avecCy, la k-ieme colonne dé/.

Donc, quel que soit, on a alorsiet M, ) = 3 X,det M

avec
My, Mo ... My;—v Y1 M1 ... My,
. My Mo ... Ms;v Yo Maip1 ... M,
MW = . . . ) )
Mn,l Mn,2 v Mn,i—l Kz Mn,i—&-l o Mn,n
et
Myy Mpo ... Mi;—n Mg Mg ... My
() My Moo ... My, 1 Myy Mojpr ... Ma,
Mk = . . . . . .

Mn,l Mn,2 o Mn,i—l Mn,k Mn,i—i—l s Mn,n

On en déduit donc, en supprimant de la somme ;. Cy, les termes nulsX,det M =
Mi’(z), ce qui est précisément le résultat désiré.

Théoréme 245 (Méthode du pivot de Gaussla méthode de Gauss
consiste a:
1) permuter les lignes pour avoir un coefficient non nul en haut & gauche de la
matrice ; ce coefficient est appedésot
2) soustraire la premiere ligne multipliée par un coefficient adéquat a chacune
des autres lignes de maniére a avoir des zéros sur toute la premiére cojonne
en dehors du premier coefficient
3) Procéder de méme sur la matrice extraite, simplement dépourvue de sa
premiére ligne et sa premiére colonne.
Le pointl) pourra toujours étre réalisé si on trouve toujours un coefficient non
nul & échanger; pour peu que la matrice soit inversible, cette condition sera
toujours vérifiée. Si elle ne I'est pas, on peut travailler sur la matrice extraite
par suppression de la premiére colonne.

En réitérant cette méthode, on arrive a obtenir une matrice triangulaire supé-
rieure. En fait la matrice obtenue est de la forme illustrée sur la figufie du
moins apres permutation des colonnes.

La matrice ainsi obtenue est donc beaucoup plus maniable : le calcul du détermi-
nant (si la matrice est carré) se résume a la multiplication des éléments diagonaux, la
résolution de systémes linéaires est plus aisée (il convient de noter pour cela que les
opérations sur les colonnes sont de simples permutations sur les inconnues), le cal-
cul du rang est immédiat (nombre d’éléments avant le dernier élément non nul de la
derniére colonne).

‘- Afin de minimiser les pertes de précision d'un calcul numérique, il est
préférable de choisir un pivot grand en valeur absolue.
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Elements nuls
ou non nuls

—

Elements nuls "LjF,ne" brisée
d’é[éments non nuls.

FIG. 4.1 — Matrice obtenue aprés pivot de Gauss. La "ligne brisée" évoquée comporte
soit des sauts a droite, soit des sauts en diagonale en bas a droite. Le premier élément
de la ligne brisée se trouve quelque part sur la premiére ligne (éventuellement en haut
a gauche).

La méthode dipivot total consiste a chercher le pivdt non pas seulement sur la
colonne en cours, mais d’éventuellement permuter les colonnes pour avoir un pivot
plus grand. Par opposition au pivot total, la méthode ci-dessus egfiviitepartiel .

Théoréme 246 (Décompositiol = LU) Etant donnée une matricé sup-
posée inversible, on définit, = |(A; ;)i j<x|, déterminant de la matrice ob
tenue en se restreignant aépremieres lignes et premieres colonnes.

On appelledécomposition A = LU un produit du typed = LU avecL
matrice triangulaire inférieure ne comportant que desur la diagonale/
matrice triangulaire supérieure, Alors il existe une décompositiog LU si
et seulement si lag, sont non nuls pour tout dans[1, n].

Démonstration : I suffit d'utiliser la méthode de Gauss, en considérant les ma-
trices correspondant aux opérations sur les lignes et les colonnes. C'est-a-dire que I'on
obtient un produitr}*_, M,,_; A = U, avecM; la matrice correspondant a I'opération
sur les lignes et les colonnes effectué &lame étape. Mais l'inverse d’'une opération
sur les lignes ou les colonnes est une opération sur les lignes ou les colonnes (facile a
trouver) ; donc on peut aussi écride= 7', N,;U, avecN; l'inverse deM;. Le produit
desN; est bien de la forme désirée, triangulaire supérieure a diagonale unité, comme
on s’en convaincra en considérant la stabilité de I'ensemble des matrices triangulaires
supérieures a diagonale unité par multiplication par les matrices des opérations sur les
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lignes et les colonnes.

Proposition 247 Si A est inversible, il existe une matrice de permutatién
telle quePA = LU.

Démonstration : Siay est nul, il existe nécéssairement une permutation de lignes
qui arrange ¢a, sinod ne pourrait pas étre de rang plein - il suffit donc de multiplier
les différentes permutations de lignes nécéssaires pour obtenir une matrice vérifiant les
conditions demandées.

Théoreme 248 (Décomposition de Choleskyn appelledécomposition de
Cholesky ou décompositionA =! RR, un produit de la formed =! RR,
avecR triangulaire inférieure inversible.

A admet une décomposition de Cholesky si et seulemehest symétrique
définie positive.

Démonstration :  On pourra consulter/] pour cette preuvel

4.5 Matrices par blocs

Les méthodes expliquées ci-dessous dans le cas de quatre blocs, se généralisent
naturellement au cas d’'un nombre quelconque de blocs.

4.5.1 Produit par blocs
Etant données les matricds B, C, D, A’, B/, C' et D’, avec
largeur(A) = largeur(C) = hauteur(A") = hauteur(B’)
largeur(B) = largeur(D) = hauteur(C') = hauteur(D’)
on considére les matricéd et M’ définies comme suit :

A B
v-(&p)

A B
we(e )

AA + B.C' A.B’+B.D’>

Alors

r_
MM = ( CA' +D.C' C.B +D.D

4.5.2 Inverse par blocs

SiM = A C ) avecA et B inversibles, alors\/ est inversible ef\/ ~1 =

Al —aA-tcopt
0 B! '
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4.5.3 Déterminant par blocs

A C

S|M:<0 B

), alorsdet M = det det A.det B.

4.6 [Exercices sur les matrices

Exercice 249 Une forme linéairef sur M,,(K) telle quef(XY) = f(Y X) est pro-
portionnelle & I'applicationM +— tr(M).

Démonstration : |l suffit de considéreX etY des matrices élémentaires.
Exercice 250 Une matrice deM,, (K) commute avec toutes les matrices/dg, (K)
si et seulement si elle est scalaire.

Démonstration : Simplement vérifier qu’une telle matrice commute avec les ma-
trices élémentaires.

4.7 Zoologie sur les matrices et leurs déterminants

Définition 251 (Matrice circulante) On appellematrice circulante associé
au n-uple (z1,...,x,) la matrice M définie parM, ; = Z;_; (modulon) »

c'est a dire
I ro T3 ... In
Tn ry T2 o Tp—1
M=1¢,1 z, &1 " Zno
X9 T3 T4 e T

Proposition 252 L'ensemble des matrices circulantes de typen) est en-
gendré par la matrice suivante :

01 0 . 0

0 01 0
M= 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

1 0 0 . 0
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Démonstration : |l suffit de voir que la matrice circulante associégra, ..., z,,)
est la matrice
2. MO+ zo MY+ 42 ML

et le résultat est acquis.

4.8 Zoologie de la dualité en dimension finie

4.8.1 Polynbmes de Lagrange

On considére I'espacE = R, [X] des polyndmes a une indéterminée et de degré
au plusn. Soitay, ... , a, des réels deux a deux distincts. On définit- 1 formes
linéaires sut& par f;(P) = P(a;).

Proposition 253 Les polyndmes de Lagrangeforment une base dE.

Démonstration : Puisque la dimension dé est égale a la dimension @#, il suf-
fit de voir que la famille est de rang+ 1, ce qui est vérifié si et seulement si I'espace
vectoriel dual est de dimensi®on Supposons qu’un certain polynérifeappartienne a
cet orthogonal, alors il s’annule eq, ... a,, ; donc il est nul, puisqu’il est de degré au
plusn.0

Proposition 254 Les polyndmes de lagrandg;) sont la base duale deB;,

avec b%
s
Pi(z) =1L .
(x) i# a — aj

Démonstration : Facile, il suffit de vérifier que®;(a;) = 9; ;.0

Corollaire 255 (Interpolation de Lagrange) On en déduit notamment que
tout polyndme de degrés’écrit comme combinaison linéaire d€s les coef-
ficients étant donnés par l¢s. C'est-a-dire que touP’ de degré< n s’écrit

P=>" fi(P)P,
i=1
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Un exemple d'utilisation Maple :

Exemple Maple

> interp([0, 1,2, 3], [exp(0), exp(1), exp(2), exp(3)], x);

144 1 1 1, . , 3 14 5 1 5 1
—eBaB — e84 ZeBr - Ze?2% 126222 — Ze?n 4 —ex® — Zex? 4 3ex— —aP 422 - 241
2 2 2 6 6

6 2 3 2 6

Il est intéressant de tracer ensuite la courbe exponentielle et les graph
interpolations a différents ordres superposées.

es des

4.8.2 Définition d’'un sous-espace vectoriel par une famille d’équa-

tions

Proposition 256 Soit F' un sous-espace vectoriel d&de dimension, F es-
pace vectoriel de dimension finie Alors il existen — p formes linéaires li-
néairement indépendantgstelles queF’ = {x/Vi f;(x) = 0} c’est a dire que

de définirF' comme intersection de moins de- p hyperplans.

F s’exprime comme intersection de-p hyperplans. Il est en outre impossible

Démonstration : Pour voir qu'une telle famille existe, il suffit de considérer une
base dée’ et sa base duale. Pour vérifier qu’on ne peut faire moins, il suffit de considé-

rer que pour toufr sous-espace vectoriel deet toutH hyperplan de&& on adim (G

N

H) > dim G — 1 (par la formuledimG + dimH = dim(G + H) + dim(G N H))O

4.9 Approximation de fonctions holomorphes par d
fractions rationnelles

es

Lemme 257 Soit K un compact d&, inclus dans un ouveft. Alors il existe
I'y,Ts,...,T,, des segments orientés dafs, K tels que pour toute fonctio
holomorphef sur (2 et pour toutk dansk

el f(t)
f(Z)*;%iH rlt—zdt

n

Démonstration :

Lemme 258 (Intuitif pour les topologistes dans I'ame Il existen, > 0 tel
gue la distance entre un poiktde K a un point du complémentaire desoit
toujours> 7.

Démonstration :
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e En effet sinon on pourrait construire une suite de pdiktg..cn de K a distance
<1l/ndeX\ K.

e On pourrait alors extraire une suite convergente (par le théo&hmuisqueC
est muni d’'une topologie métrique!), et le point limite serait a une distamtefermé
complémentaire d@, et serait donc dank sans étre darf@ ; ce qui est contradictoirg.

e On construit alors une grille recouvrant le compAGtavec un maillage inférieur
an/2, comme indiqué sur la figurg 2.

FIG. 4.2 — Un maillage.

e On considére alors les contouts, ... , y,, orientés positivement, des carrés
C1,...,Cp,y intersectants’.

e On conserve alors seulement les segments des contours qui ne sont parcourus
gu’une fois ; les autres étant parcourus deux fois, une fois dans chaque sens.

e On note ces segments orientés ... ,I';,

e On se donne alorg holomorphe suf?, etz a l'intérieur de I'un des carrés du
maillage,z € K. La fonctiong qui at appartenant a la réunion dgsassocie%
est continue.

¢ On calcule alors

n 1 t
Z 7/ 9( ) dt
=1 2’LH I, t—z

e Cette somme est égale a

p
1
Zﬁ/t—zdt
=1

e Par le lemme??, étendu au cas d’'un carré, on en déduit que la somme est nulle.

e Donc
Z . )
2¢11 b z

_2211_[ t—zdt
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n

1 1
:f(z)zf/nt_zdt

=1
= [(2)

e |l ne reste qu’a prolonger par continuité pour avoir le résultat soumaité.

Théoréme 259 (Runge, version faible, lemme pour la version fortepoit
K un compact d&, inclus dans un ouvef®.

SoitZ une partie deC contenant au moins un point dans chague composante
connexe d€ U {oo} \ K.
Alors I'ensemble des fractions rationnelles dont les péles sont inclus dans
est dense dans I'ensemble des fonctions holomorphés, aour la topologie
de la convergence uniforme sif.

Démonstration :

e Soit F'R I'ensemble des fractions rationnelles dont les zéros sont inclusAlans

e D’apres le corollaire??, il suffit de montrer que toute forme linéaire continue
nulle sur toutes les fractions rationnelles B& est nulle sur toute application holo-
morphe suf).

e D'apres le théoréme de représentation de Riesz, il nous suffit donc de montrer
gu’étant donnée une mesure de Borel complexsur K telle que l'intégrale poup
sur K de tout élément dé'R soit nulle, I'intégrale suf< pourp de f holomorphe est
nulle.

e Soit donc une telle mesure complexeet f holomorphe suf.

e Définissons, pout € CU {0} \ K,

h(t) :A{iu—ikt) (4.1)

e h est holomorphe, au vu de la propositioh

e Soit z dansZ et n'appartenant pas & ; notonsV, la composante connexe de
CuU{oc}\ K contenant. On va montrer qué est nulle sur cette composante connexe ;
pour cela, par le théoren®?, il sera suffisant de montrer qéeest nulle sur un voisi-
nage de:.

- Supposons tout d’'abord = oo. L'objectif est donc de montrer que pouassez
grand en moduley(t) = 0.

Ecrivons, poufk dansK ett quelconque,

oo

k—t 1 1 k™
e A St

La convergence étant uniforme gipourt suffisamment grand, on peut alors inter-
vertir 'intégrale et la somme dans I'équatidril et on obtient bierh(t) = 0.

- Supposons maintenant gues oo

Ecrivons, pouk dansK ett quelconque,

1 1 1 1

k—t (k—z)—(t—2) k—z1-1=
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. = (t—=z)
= Z —yir)
La convergence étant uniforme kipourt suffisamment proche dg on peut alors
intervertir I'intégrale et la somme dans I'équatiéri et on obtient bier(t) = 0

e On applique alors le lemm&57, pour pouvoir exprime)f comme une intégrale
sur un contour hors d& :

/fdu /QZHZ/ dtd (k)
QZHZ/Fl /—d’“‘

- QZHZ )t

=0

Et par Fubini??,

D’ou le résultat tant attenda!

On peut facilement passer a la topologie de la convergence uniforme sur tout com-
pact.

En outre, le cas ok est simplement connexe (i.e. son complémentaire a une seule
composante connexe) donne lieu a un corollaire important.

Corollaire 260 (Corollaire important) e Si f est une fonction holomorphge
définie sur un ouverf), si Z est un ensemble contenant au moins un peint
dans chaque composante connexe@d\e Q, alors f est dans I'adhérence de
I'ensemble des fractions rationelles a pbles da@hpour la topologie de la|
convergence uniforme sur tout compact.
e Si f est une fonction holomorphe définie sur un ouvert simplement connexe
Q, alors il existe une suite de polynémes convergeant uniformément gers
tout compact.

Démonstration :

e On définit lesK,, comme dans le lemm®?, et on définitF,, comme étant une
fraction rationnelle tel quef(z) — F.(z)| < 1/n pourz dansk,.

¢ Dans le deuxiéme cas, on peut simplement impdser {co}, et on obtient bien
une suite de polyndmes.
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4.10 Endomorphismes semi-simples

Définition 261 Un endomorphismg est ditsemi-simplesi tout sous-espace
vectoriel stable paif a un supplémentaire stable p#r

Théoréme 262 0n se place en dimension finie.

On suppose semi-simple ; on notg,, le polynéme caractéristique de

wy, = IY_| P avec lesP; irréductibles et premier§ a 2.

n; > 1.

On va montrer qu'en fait; = 1.

En outre on montrera que réciproquement si tousrlesont égaux a, alors
u est semi-simple.

Démonstration: E = @ | E; avecE; = KerP;(u)™
On va montrer que pour toutr; = 1.

Par I'absurde:; > 2. Ker Py (u) admet un supplémentairestable. Dond<er P; (u)®
F = E avecF u-stable.

F= ®€:1(Ei NF)

donc
E: KerPl(u)éB(El ﬂF) @ @fzinﬂF
N N
E = B, ® ol LE;

Les inclusions sont en fait des égalités puisque la dimension est finie. On considere
F' = EyNF.E = KerPi(u) ® F'; si F/ = {0} alors P,.ITI’_, P"*" serait dans
I'idéal annulateur. Impossible car > 2, doncF” # {0}.

Onadonc P/ (ujps) =0
Soitz € E; \ KerP" ! (u)
x =x1 + 3 avecr; € KerPy(u) etzg € F'.

PPN u)(e) = PN w)(@)  +P T (u)(as)

Ocarn; > 2
Donc P ! (u)(22) # 0 donc Py~ (u ) # 0.
donc (carP; est irréductiblepulp, = P/

Donc Py (u ) est nilpotent, donc pas injectif, éfer P (u) N F' = {0} d’ou une
contradiction.

Réciproquement :
On supposg,, = I1}_, P;
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Alors E = @_, E; avecE; = Ker P;(u)
F stable—~F = &!_,(F N E;)

il suffit de trouver un supplémentaire stable dahsle FN E;. Oruu‘E, = P; donc
on est ramené au cas py est irréductible.

Soit alorsF' non réduit & et différent deF, stable pat.
Soitz € E\ F. {Q € K[X]|Q(u)(x) = 0} est un idéal non nul engendré par
unitaire différent dd. P diviseu, doncP = u, parce queu, estirréductible.

Soitm le degré deu,. (z,u(z), ...,u™ 1(x)) est une base d6 = Vect;enu’(z).
x ¢ FFdoncF NG # G,doncdim FNG < m.

SiF'NG # {0} alorspuy, . [t AONCLiy o = fu.

Ordegpi pne < (par C.H)dimF NG < m = degp, d’'ou contradiction, donc
F NG ={0}.OnadoncF @& G avecG stable,G # {0}. Si F + G # E on recom-
mence ; en un nombre fini d’étapes on conclut.

En résumé :
Pour montrer qu'un endomorphisme semi-simple admet pour polynéme simple un pro-
duit de polynémes irréductibles :
e On consideére le polyndme minimal, avec ses factélmst leurs exposants;.
e On suppose:; > 2.
e On considére un supplémentairede Ker P (u) u-stable.
o On considérer; = Ker P/"(u), et on note qué’ est la somme directe des intersec-
tions deF" avec lest;.
e On considerd™ = E; N F'; on montre qué”’ n'est pas réduit a.
e On considére: dansk; \ Ker P~ (u)
e On décompose sur Ker P;(u) et F'; on en déduit qué’frl(uw/) #0
e On sait alors quex, ,, = P
e Py (ujp) estinjectif, mais pourtant nilpotent, d’ot contradiction.

Pour montrer I'existence d’un supplémentaire stable pour tout sous-espace stable a
partir d’'un endomorphisme ayant un produit de polyndmes irréductibles distincts pour
polyndme minimal :

e On se ramene & un polyndme minimal irréductible en considérant les restrictions aux
¢ On considere un espace stableet un élément or de cet espace.

e On considére le polyndme qui engendre I'ensemble des polyn@reds quel)(u)(x) =

0; ce polynome divise le polynome minimal deet lui est donc égal puisque ce dernier
estirréductible.

e On considére alor& 'espace engendré par les images successivegpdedes puis-
sances de ; cet espace est engendré partepremiers éléments avec le degré de

M.
e On en déduit qué’ N G est de dim< m.

e On considére alors le polyndbme caractéristique destreint &F' N G ; si ce dernier
espace est non nul, alors ce polynéme est égal, @r son degreé est plus petit que
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par application de Cayley-Hamilton, donc la sommefdet G est directe. Il ne reste
gu’a récurer pour avoir un supplémentairefde
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Chapitre 5

Réduction des endomorphismes

Il est nécéssaire avant d’étudier cette partie d'avoir pris connaissance de la partie
let de la partiel.

La réduction d’'un endomorphisme va constituer dans le cas général en la recherche
des éléments propres de cet endomorphisme (définition a venir) et dans le cas de la
dimension finie en la recherche d’'une base dans laquelle cet endomorphisme est repré-
senté par une matrice de forme agréable (voir plus loin).

Dans toute cette parti& désigneR ouC.
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5.1 Le cas général

Définition 263 Soit ¥ un K-espace vectoriel ef un endomorphisme dg ;
c'est-a-diref € L(F). On se donne€” un polyndme appartenant E[X];
Alors :

e On dit queF’, sous-espace vectoriel dg eststable par f si et seulement §
f(F)CF

e Si il existen tel queKer f, = Ker f,11, alors len minimal vérifiant cette
propriété est appeléndice de f.

e On noteP(f) 'endomorphisme qui & associe)_, p;. f*(z).

mutative (sous-algébre de I'algébre des endomorphishiés)

¢ On appellddéal annulateur de f 'ensemble de§ € K[X]tels queR(f) =
0 (c’est un idéal, les matheux sont pas encore assez vicieux pour nous
cette mauvaise blague). On le ndaféf). K[X] étant principal, siZ(f) est
non réduit &{0}, il est engendré par un polyndme unitaire que 'on appells
polyndme minimal de f et que I'on noteraP;.

e On appellevaleur propre de f un scalaire) tel que f — \.I ne soit pas
injectif; dans ce cagis(\) = Ker f — \.I est appelésous-espace propre
associé a la valeur propra.

e On appellespectre def I'ensemble des valeurs propres geOn le note
Sp(f)-

e On appellevecteur propre de f associé a la valeur propra un élément non
nul du sous-espace propre associé a la valeur propre

e On appellevaleur propre de M avecM une matrice carrée de type, n)
une valeur propre d’endomorphisme B& canoniquement associéMd.

e On appellesous-espace propre dé/ associé a\ avecM une matrice car-
rée de typen, n) 'espace propre de 'endomorphisme & canoniquemen
associé a\/ pour \ valeur propre deM.

e On appellespectre deM avecM une matrice carrée de type:, n) I'en-
semble des valeurs propres dié.

e On noteK[f] 'ensemble deg)(f) pour @ € K[X]; c’est une algébre com¢

En dimension infinie un endomorphisme n’a pas nécéssairement un in
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Proposition 264 e AvecP et @ deux polyndmesP?Q(u) = P(u) o Q(u) =
Q(u) o P(u)

¢ Si deux endomorphismes commutent, alors le noyau et I'image de I'un sont
stables par l'autre.

e La suiteF,, définie parF,, = Ker f™ est croissante

e Si f a un indice finin, alors pour tout; supérieur an, on aF;, 1 = F;

e Soit P et ) deux polyndmes, alorKer P(f) N Ker Q(f) = Ker (P A
Q)(f))

e Soit P et @) deux polynébmes premiers entre eux (i.e. de ptdalors
Ker (PQ)(f) = Ker P(f) & Ker Q(f).

e Soit Py, ..., P, des polynémes premiers deux a deux telsqur(f) = 0,
alorsE = @ Ker Pi(f).

Les trois dernierss ont valeur de théorémes; on les regroupe souvent sous
I'appelationlemme des noyaux

) Cela sert un peu partout, dans les résultats de réduction ; citons par exemple la
partie sur les suites récurrentes linéaites,2 ou le théoréme de diagonalisatidn2.

Démonstration : Les quatre premiere sont évidents.
Le 5émee se montre grace a la propriété de Bezout.
Pour le 6eme , la somme est directe en vertueprécédent ; et les deux inclusions
s’obtiennent par Bezout et par le premeer
Le derniere est facile & déduire du 6éme.

Proposition 265 (Pratique de la réduction (sans hypothése de dimension ffinie))
e une somme finie de sous-espaces propres distincts est directe
e une famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes est
libre
e Si f etg sont deux endomorphismes qui commutent, alors les sous-espaces
propres def sont stables pay

o Y(\, P) € Sp(f) x K[X] — P(\) € Sp(P(f))
e SiP(f) =0,alorsA € Sp(f) — P(A\) =0
*Sif € GL(E), alors Sp(u™') = {1 /X € Sp(u)}

5.2 Le cas de la dimension finie

Dans le cas de la dimension finie, la réduction d’'un endomorphisme va consister
en la recherche d’'une base dans laquelle 'endomorphisme est diagonale, ou, a défaut,
triangulaire.

On a vu ci-dessus que pour décomposer un endomorphisme il fallait trouver ses
sous-espaces propres et ses valeurs propres. Cela est trés lié au polyndmes annulateurs
de I'endomorphisme ; mais dans le cas général, il y a assez peu de choses a dire. Nous
allons voir que la dimension finie est beaucoup plus pratique.
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Voyons tout d’abord une liste de propriétés élémentaires trés utiles pour la suite :

Proposition 266 e En dimension finie, tout endomorphisme a un indice, infé-
rieur ou égal a la dimension.

e En dimension finie, I'indice est aussi le plus petittel que Im f* =
Im fn+1

e En dimension finie, aveclindice de f, E = Ker f* ® Im f"

e En dimension finie, tout endomorphisme admet un idéal annulateur nan ré-
duit 20, et donc admet un polyndme minimal.

e Si F' est un sous-espace vectoriel fie Si (e1, ..., ep, €pt1, ..., €,) €St UNE
base deF avec(ey, ..., e,) Une base dé", alors F’ est stable payf si et seule-
ment si la matrice d¢ dans la baséey, ..., e,,) est de la forme suivante

A B
(05)
avecA une matrice de typép, p), B une matrice de typép,n — p), D une
matrice de typén — p,n — p).
o SiF, F3, ... etF, sont des sous-espaces vectorieldtels queE = & F;,
alors lesF; sont stables pay si et seulement si la matrice dedans une base

constituée d’'une base dg, suivie d’'une base dés, ..., suivie d'une base d
F,, estde laforme

11

My 0 0 0 0 0
0 M, 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0
0 0 0 = My, 0 0
0 0 0 0 0 M 0
0O 0 0 0 0 0 M,

avecM; de type(dim F;,dim F;).

On va maintenant introduire quelques définitions intéressantes dans le cadre de la
dimension finie.

Définition 267 (Définitions dans le cadre de la réduction en dimension fin|e)
e On appellepolyndme caractéristique d’'une matrice carréeM le poly-
némedet(X.I — M).

e Le polyndme caractéristique de la matrice d’'un endomorphisme en dimen-
sion finie (le polyndme caractéristique n’est défini que dans ce cadre 1a) est
indépendant de la base choisie; on I'appefielynéme caractéristique de
cet endomorphisme

On notex, le polyndme caracteéristique de la matridé ety ¢ le polynéme
caractéristique de I'endomorphisnje

Voyons maintenant quelques propriétés fondamentales de ces notions, toujours
dans le cadre de la réduction en dimension finie ; la preuve, trés simple, n’est pas don-

110



Proposition 268 e Le polynéme caractéristique d’une matrid€ est un poly-
ndme (preuve en considérant la définition premiére du déterminant).

e Le polyndme caractéristique d’'une matridé de type(n,n) est de degré
n, de coefficient dominarit (preuve la aussi en considérant la définition
déterminant, et en cherchant I'unique permutation qui donne le terme de ¢
n dans le polyndme caractéristique). Le second coefficientasi\/.

e Le polyndéme caractéristique d’'une matridé est le polynéme caractéris
tique de toute matric&/ semblable a\/.

e L’'ensemble des valeurs propres d’'un endomorphisme en dimension fin
égal a I'ensemble degsde son polyndme caractéristique.

e Le polynéme caractéristique de est égal au polyndbme caractéristique
tM.

e I/ K-espace vectoriel de dimension finfe,sous-espace vectoriel dg, f
endomorphisme dE, F stable parf, alorsx, .| x s

e Dans unC-espace vectoriel de dimension firke 1, tout endomorphismg
admet au moins une valeur propre.

e Le polyndme caractéristique d’une matrigé de type(2,2) estX — X2 —
tr M.X + det M

e Le polyndme caractéristique d’'une matrige de type(3, 3) estX — X3 —
tr M.X? —tr com(M).X — det M

e Le polyndme caractéristique d’'une matrigé triangulaire de typgn, n) est
Iy, (X — M;;)

du
legré

ie est

de

Définition 269 On appelleordre d’une valeur propre d’'un endomorphisme

dimension finie le degré de multiplicité de cette valeur propre comme racin
polynéme caractéristique.

On appellesous-espace caractéristiquassocié a la valeur propra de I'en-

domorphismef d’'un K-espace vectoriel’ de dimension finie le sous-espal
vectoriel Ker (f — A\.I)™ avecm I'ordre de multiplicité dex comme racine
du polyndme caractéristique de

Un endomorphisme en dimension finie estditgonalisablesi il existe une
base dans laguelle cet endomorphisme se représente par une matrice

nale.

Une matrice en dimension finie est diteagonalisablesi elle est semblable

une matrice diagonale, c’est-a-dire si elle représente un endomorphisme
gonalisable.

Un endomorphisme en dimension finie esttdgonalisable si il existe une
base dans laquelle cet endomorphisme se représente par une matrice tr
laire.

Une matrice en dimension finie est ditegonalisable si elle est semblablé
a une matrice triangulaire, c’est-a-dire si elle représente un endomorph
trigonalisable.

diago-

2 dia-

angu-

D

sme

Toute matrice triangulaire supérieure est semblable a une certaine matrice tri-

111



angulaire inférieure et toute matrice triangulaire inférieure est semblable a une certaine
matrice triangulaire supérieure, comme on s’'en convaincra simplement en changeant
I'ordre des éléments d'une base; ainsi lorsqu’'un endomorphisme est trigonalisable,
on pourra en considérer indifferemment une représentation triangulaire supérieure ou
inférieure.

Notons que tout sous-espace caractéristiqu¢,dendomorphisme en dimension
finie, est stable paf.

Passons maintenant a quelques "gros" résultats de réduction en dimension finie.

Théoreme 270Un endomorphismg de E K-espace vectoriel de dimension
finie est diagonalisable si et seulement si 'une des conditions suivantes est
vérifiée :

e [J est somme directe des sous-espaces propres

e il existe une base dE formée de vecteurs propres de
e x s est scindé dan¥[X] et la dimension de tout sous-espace propre |est
égale a I'ordre de multiplicité de la valeur propre associée.

Démonstration : Les deux premiers sont évident.

Le troisieme est plus intéressant :

- la condition est suffisante, car la somme des sous-espaces propres est toujours
directe, et la somme des dimensions des sous-espaces propres est bien la dimension de
I'espace, donc I'espace est bien somme directe des sous-espaces propres.

- la condition est nécéssaire; on le voit de maniéere évidente en considérant une
matrice diagonale pour laquelle la matrice flest diagonalel

Corollaire 271 Siy; est scindé a racines simples, algf®st diagonalisable

Démonstration : Si chaque valeur propre est d'ordreforcément I'espace propre
associé est de dimensidn donc ce corollaire découle immédiatement du théoréme
précédentl

On va voir un renforcement de ce corollaire ci-dessous.

Théoreme 272Un endomorphismef de E K-espace vectoriel de dimen
sion finie est diagonalisable si et seulement si il exigtepolynéme
scindé a racines simplésl queP(f) = 0.

Démonstration : e Siil existe un telP, alorsE est la somme directe déSer f —
.1 pour \ dans I'ensemble des racines Bgvoir le lemme des noyaux, proposition
264). Donc f est diagonalisable, clairement.

¢ Si f est diagonalisable, alors le polyndme caractéristique est scindé et la dimen-
sion de chaque espace propre est I'ordre de multiplicité de la valeur propre associée
comme racine de ce polynéme (d'apres le théoréme précédent).
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On peut alors écrirg r = II(X — x;)" avec lesr; distincts deux a deux ; consi-
déronsP = II(X — z;). P est scindé & racines simples. Il reste a voir f¢) = 0.

E estla somme directe déSer f —x;.I. Soitz appartenant &er f —z;,./;ona
F(@) = @iy P(f)(@) = isiy (y = fy) = zi)0(y = ()~ i) (f(2) -
x;.¢) = 0. DoncP(f) est nul sur des sous-espace vectoriel dont la somnie ;edbnc
P(f) estnulo

Finalement, voici la méthodologie de la diagonalisation :

e On se donng, endomorphisme d’'uik-espace vectoriel de dimension finie

e On détermine le polynédme caractéristiquefde

e Si xr N'est pas scindé, alors on ne peut pas diagonaliser

e Si xr est scindé, pour chaque valeur propr@n cherche sE;(\) = Ker (f —
A.I) est de dimension I'ordre de

¢ Si oui, on obtient une base dans laquelle 'endomorphisme est diagonal en réunis-
sant des bases des sous-espaces propres

¢ Dans le cas contraire, 'endomorphisme n’est pas diagonalisable ; on essaie alors
de trigonaliser (voir plus loin).

On peut ajouter quelques remarques permettant de simplifier la détermination de la
diagonalisabilité d’'une matrice :

e Une matricel/ est diagonalisable si pour tokte K M + \.I est diagonalisable ;
siP~Y(M + \I).P =D, alorsP~*.M.P =D+ \.I

e La restriction d'un endomorphisme diagonalisable a un sous-espace stable est
diagonalisable (en effet la diagonalisabilité d’'un endomorphisme équivaut a I'existence
d’un polyndme scindé a racines simples annulant cet endomorphisme)

Maintenant le théoréme fondamental de la trigonalisation :

Théoréme 273Un endomorphisme en dimension finie est trigonalisable si et
seulement si son polynéme caractéristique est scindé.

Démonstration : Il est évident que si I'endomorphisme est trigonalisable, alors
son polyndme caractéristique est scindé. La réciproque est donc le probleme intéres-
sant. Soitf un endomorphisme d’uk-espace vectoridb’ de dimension finie.

On procéde par récurrence sur la dimension de I'espace. En dimédnsioésultat
est clair ; on suppose maintenant le résultat vrai jusqu’en dimensidnet on suppose
E de dimensiom.

Le polynéme caractéristique dieétant scindé, il possede une racine, disbriSoit
e1 un vecteur propre associé\aet complétons de maniere a aviir, ..., e,,) une base
deFE.

La matrice def dans cette base est une matiiaen) de la forme

A * *

0 M171 M17n_1
0 M271 MQJL_l
0 ; : ;

0 Mn—l,l s Mn—l,n—l

La matrice M a un polyndme caractéristique scindé, comme on s’en convaincra
facilement en considérant la définition du déterminant.
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Par la propriété de récurrencl, est donc trigonalisablePM P—1 = T, avecT

matrice triangulaire supérieure.
Alors on considére le produit suivant :

1 o 0
1 0 0 A * * —1 —1

0 Py Py 0 My 4 My oy 0 P1,11 P]Jllfl
o Py P p_1 0 Mg My 1 0 Py Py
0 : : : 0 : : : 0 : : :

0 Pp_11 - Ppnoin-1 0 My 11 ... Mp_1n-1 o p1 . p1

1 * *

0 T1,1 Ti,n—1
Y T2,1 T2,n—1
0 . : .

0O Tp_11 - Tp—1,n—1

(les* représentant des scalaires quelconques)
Le résultat est ainsi étahti.

Corollaire 274 Toute matrice a coefficients complexes est trigonalisable dans
M, (K).

Démonstration : Rappelons juste le théoreme de D’Alembert-Gauss : un poly-
néme & coefficients complexes est scindé&Gar

Ce dernier théoréme va permettre de démontrer un théoréme important, le théoreme
de Cayley-Hamilton :

Théoréme 275 (Cayley-Hamilton) Soit f un endomorphisme d’'uk-espace
vectoriel de dimension finie. Alosg; (f) = 0.

Démonstration :

e On montre tout d’abord le résultat pakir= C. Ensuite, puisque le polynéme ca-
ractéristiqgue d’'une matrice a coefficients réels est le méme que I'on la considére comme
matrice réelle ou complexe, et puisqu’'un endomorphisme est nul si et seulement si sa
matrice associée est nulle, le résultat sera aussi valablékpeuR.

e X s estun polynébme scindé, puisque I'on travaille d@nsdonc on peut trigona-
liser f.

e On se donnnéey, ..., e, ) une base dans laquelfeest représenté par une matrice
triangulaire supérieure.

e On notex; = I, (X — z;), avecz; le i-iéme terme sur la diagonale de la
matrice def dans la basée,, ..., e, ).

e On noteP; = H;;l(X —x;).

e On considére la propriétB(:) définie parP (i) <= Vj € [1,i]P;(e;) =0; 0n
montre facilement par récurrence qu’elle est vraie pourigompris entrd etn.O

Proposition 276 Si le polynéme caractéristique est scindé, la dimension d’un
sous-espace caractéristique est égale a I'ordre de multiplicité de la valeur
propre associée.

Démonstration :
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Pendant I'ensemble de la preuve, on néiea matrice identité & lignes etp
colonnes.

e Notonsf un endomorphisme d'un espace vectofietle dimensiom, de poly-
néme caractéristique scindé.

e Soit F' sous-espace caractéristique associé a la valeur pkageenultiplicitém.

e Dans une certaine basgest représenté par une matrice triangulaire supérieure
(théoréme273). Soit M cette matrice :

([ Ad,+N P
M‘( 0 Q)

ou N est triangulaire supérieure a diagonale nultlequelconqueg) triangulaire supé-
rieure (n'admettant pas pour valeur propre).

e Une vérification immédiate révéle alors que— A\Id,,)™ est représenté par la
matrice suivante/§ est nilpotente d’indice de nilpoteneem) :

(5 @-siaur )

e On en déduit donc que le rang f— \Id,,)™ estn — m (rappelons que n’est
pas valeur propre d@).

e On adonc bie@im F =n — (n —m) = m.O

On peut alors passer au théoréme suivant, fournissant une jolie représentation d’'un
endomorphisme trigonalisable :

Théoréme 277 Soit f un endomorphisme d'uK-espace vectorieE de di-
mension finien. Alors E est la somme directe des sous-espaces caractgris-
tiques associés @, et dans une certaine bagea pour matrice

M, 0 0o ... 0
0 My, 0 ... 0
0O 0 . 0
: : : . 0
0 0 0 M,

aveclM; une matrice triangulaire supérieure de type, m) comportant seule
ment des\; sur la diagonale et avea 'ordre de \;.

) Le corollaire qui suit, et la parti&.3.3de calcul de I'exponentielle d’'un endo-
morphisme donnent des applications a ce résultat.

Démonstration : Il suffit de considérer les espaces caractéristiques ; leur somme
est directe et égal & (par le théoreme de Cayley-Hamilton), ils sont stablesfpan
peut donc considérer les restrictions aux différents sous-espaces caractéristiques.
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D’ou le résultatd

Corollaire 278 Si f est un endomorphisme de polyndme caractéristique
scindé d'unK-espace vectorieEl de dimension finie:, alors f s’écrit de
maniére uniqgue comme somme d’'un endomorphisme diagonalisadlen
endomorphisme nilpoterqui_commutent

Démonstration : L'existence de cette écriture est facile; il suffit de considérer la
matrice M donnée par le théoréme précédent, et d'édtirte= D + N, avecD une
matrice diagonale, &V une matrice triangulaire supérieure a diagonale nulle.

L'unicité sera ici admisél

Voyons maintenant la méthodologie de la trigonalisation ; elle fait suite a celle de
la diagonalisation, dans le cas ou la diagonalisation est impossible. En fait on ne va pas
simplement chercher a trigonaliser ; on va essayer si possible d’obtenir une décompo-
sition comme celle proposée dans le théor@me

On se donne un endomorphisrfie’un K-espace vectorigb de dimensiom.

e On cherche si le polyndme caractéristique est scindé. S'il ne I'esfpésst pas
trigonalisable

e On détermine les sous-espaces caractéristiques

e On détermine une base de chacun de ces sous-espaces, dans laquelle la restriction
de I'endomorphisme est représentée par une matrice triangulaire supérieure ; cela se
fait par récurrence, comme on peut le voir dans la démonstration du théar@me

e On prend la réunion de ces bases, et on a une représentation comme souhaitée.

5.3 Applications de la réduction d’'un endomorphisme

5.3.1 Application au calcul d'un polyndme d’endomorphisme

On se donné/ la matrice de 'endomorphismgd’un espace vectoriel de dimen-
sion finien. Son polyndme caractéristique est appelé
Par le théoréme de Cayley-Hamilton

Alors supposons que I'on chercli¥ f), avec@ un polyndme dé&[X]. On déter-
mine alors la division euclidienn@ = P.A + B.

Q(f) = P(f)-A(f) + B(f) = B(f) carP(f) =0

II suffit donc ensuite d’avoir préalablement calculé M$ pourk € [0,n — 1].

Par diagonalisation

On suppose ici qué/ est diagonalisable. S/ = L.D.L~!, alorsQ(M) =
L.Q(D).L~!; si D est choisie diagonal€(D) est donc vite calculée. Cette méthode
est efficace seulement si il s’agit de calculer de nombreuses fois des polynédmes d’'un
méme endomorphisme ; lorsque I'on change d’ endomorphisme a chaque fois, la dia-
gonalisation est trop laborieuse.

116



5.3.2 Application aux suites récurrentes linéaires

Définition 279 On considére une suite d'éléments d’'un cofpsde carac-
téristique nulle définie par récurrence paf, = aoun—p + G1Un—pt1 +

A2Up—pt2 + ... + ap_1un—1 (u; €tant donné poui < n). On peut en fait
noter X,, = (Unsp—1, Untp, ---, Up) ; &lOrs X, 11 = M X, avec

o 1 0 .. 0

0 0 1 O 0
M= 0 0 1 0

0o ... .. .. 0 1

apg ap ... ap—2 Qap—1

On suppose@g non nul, cas auquel on peut toujours se ramener.

Une telle suite est diuite récurrente linéaire.

Le polynéme caractéristique def estP = X? —ag — a1 X — as X% — ... —
a,—1 XP~1. Par définition, ce polyndme est giblyndme caractéristiquede
la relation de récurrence linéaire.

L'espace vectorielE des suites vérifiant la relation de récurrence donnée est le
noyau deP(f), avecf I'application qui & une suitéu,,) associ€u,,+1) (ceci découle
immédiatement de la définition de!).

On va faire I'hypothése qué est scindé, ce qui dans le cas de suites réelles ou
complexes est une hypothése qui n'enléve rien a la généralité, puisqu’on peut toujours
supposer la suite complexe. On peut alors appliquer D’Alembert-Gauss pour conclure
queP est scindé .

Par le lemme des noyaux (propositid®4), on constate qué&’ est égal a la somme
directe ded<er (f—\;I)" avec les\; les racines d& avec pour ordres de multiplicité
lesy;.

On va donc chercher a exprimer les solutions comme combinaisons linéaires d’élé-
ments ded<er (f —X\;I)Y. Il convient donc de déterminer une basefder (f — AI)".

Pour cela on considere I'opératddde K[ X | dansK|[X ] qui &Q associ&) o (X +
1) — Q. On identifieN aN.1x, de maniére évidente. On considére al@rappartenant
aK|[X], de degré< v; on définit ensuite,, = u¥ = \"Q(n). Limage de la suite:,,
par f — M estn — A"TD(Q); son image patf — A\I)? estn — A"2D?(Q), et
ainsi de suite jusqu’a son image ggr— A7)” qui estn — A"TD¥(Q). Or on constate
immédiatement quéeg D(Q) = deg @ — 1 siQ estde degré 1, etD(Q) = 0 sinon,
et donc vu la limite sur le degré dg, (f — AI)”(u,) = 0.

Donc on obtient des éléments déen considérant des suites de la forme—

And, pour0 < ¢ < ;. Il reste & voir si 'on obtient bien une base He Si la famille
est libre, alors son cardinal fait que I'on a bien une basg désuffit donc de montrer
gue cette famille est libre.

Il suffit donc de montrer que I'applicatio@ — u© est linéaire et injective. La
linéarité est évidente. Supposons maintenantiglie- 0. Alors Q(n) = 0 pour toutn
(en effet); est non nul, car nous avons impaggnon nul ; dond? est nul.

D'ou le résultat désiré. Etant donnés les premiers temmgmuri: < n, on peut
reconstituer alors la suite en écrivant a priori la suite sous la for@; (n)\* avec
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Q; de degré< v; ; les coefficients se déduisent par une résolution de systéme linéaire.

5.3.3 Calcul d’exponentielle de matrice

On suppose donnée une matride de polyndme caractéristique scindé (hypothese
peu restrictive dans la mesure ou I'on considéere éventuellement la clotdre algébrique).
On cherche a calculer I'exponentielle d&.
M peut étre trigonalisée, dans une base constituée d’'une réunion de bases d'es-
paces caractéristiques ; avBda matrice de passage correspondante PM P!
est donné par la propositidtV7; une matrice diagonale par blocs, chaque bloc étant
somme d’'une homothétie et d'un nilpotent.
Onaalorszp(M) = P exp(N)P~!. Le calcul deexp(N) peut se faire par blocs.
Il suffit donc d’étre capable de calculerp(\ I + Q), avec@ nilpotent.
Pour cela il suffit de constater quep(\ I+Q) = e*exp(Q) carl etQ commutent,
et que

exp(Q) =Z%Q’“ =I+Q+%Q2+,_.+%Qz)

siQPt! = 0; on est ainsi ramené a une somme finie.
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