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Chapitre 1

Algèbre linéaire

1.1 Généralités

Définition 1 (Espace vectoriel)(E,+, .) est unK-espace vectorielsi
• (E,+) est un groupe abélien
• . est une application deK × E dansE
• ∀(λ, µ, x, y) (λ + µ)x = λ.x + µ.x ∧ λ.(x + y) = λ.x + λ.y ∧ (λ.µ).x =
λ.(µ.x) ∧ 1.x = x
Les éléments deE sont appelésvecteurs, les éléments deK sont appelésopé-
rateurs ou scalaires. Le neutre pour+ est noté0. « . » est appeléproduit
externe.

Des exemples classiques sont : les vecteurs dans le plan ou l’espace usuel, le corps
K lui-même avec pour produit externe le produit usuel, les polynômes surK, éven-
tuellement à plusieurs indéterminées ou de degré borné ; comme on le verra un peu
plus loin avec les espaces produits,Kn muni des lois que l’on verra est unK-espace
vectoriel ; l’ensembleRN des suites réelles (resp. complexes) aussi.

Les propriétés suivantes sont importantes :
• 0.x = 0
• λ.0 = 0
• λ.x = 0→ λ = 0 ∨ x = 0
• (−λ).x = λ.(−x) = −(λ.x)
• λ.(x− y) = λ.x− λ.y
• (λ− µ)x = λ.x− µ.x
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Définition 2 (Différentes notions dans un espace vectoriel)On appelleseg-
ment d’extrémitésx et y dans unR-espace vectoriel l’ensemble dest.x +
(1− t).y pour t ∈ [0, 1]. (la définition s’étend au cas d’unC-espace vectoriel
en utilisantt réel dans[0, 1]).
Une partieA d’un K-espace vectoriel (avecK = R ou K = C) est dite
convexesi tout segment d’extrémités dansA est inclus dansA.
Etant donnéeA une partie convexe d’unK-espace vectoriel une applicationf
deA dansR est diteconvexesi étant donnésx et y dansA et t dans[0, 1] on
a f(t.x+ (1− t).y) ≤ t.f(x).(1− t).f(y).−f est alors diteconcave.

Propriétés :
• L’intersection de deux convexes est un convexe.
• Une boule ouverte est convexe.
• Une boule fermée est convexe.
• Un segment est convexe.
•Une applicationf est convexe si l’ensemble des(x, f(x)) est convexe dans le produit
A× R.
• Une application convexe sur un intervalle]a, b[ est continue
• x 7→ ex, x 7→ xn sont convexes.
• x 7→ ln(x) est concave.

La notion de partie convexe est nécéssaire pour définir les fonctions convexes,
dont on verra une foultitude d’applications en partie??. Cela servira aussi par exemple
pour les résultats?? (théorème de Cauchy), et surtout pour les théorème de Hahn-
Banach(??) (aux multiples applications !). Une utilisation amusante de la convexité
stricte sera donnée avec le résultat??.

Proposition 3 (Connexité dans unR-espace vectoriel normé )Une partie
ouverte d’unR-espace vectoriel normé est connexe si et seulement si elle est
connexe par arcs si et seulement si entre toutx et touty de cette partie il existe
une ligne brisée.

Démonstration : Il est clair que l’existence d’une ligne brisée implique l’existence
d’un chemin (donc la connexité par arcs) qui implique à son tour la connexité. Il suffit
donc de montrer que la connexité implique l’existence d’une ligne brisée.
• On se donneU une telle partie, connexe, supposée non vide (sinon le problème est
trivial)
• On se donnex0 dansU
• On noteV l’ensemble desx que l’on peut joindre àx0 par une ligne brisée.
• V est non vide (il contientx0)
• V est ouvert (six est dansV , alorsB(x, ε) ⊂ U pourε assez petit, et doncB(x, ε) ⊂
V - car dans toute boule est convexe).
• V est fermé ; en effet soitx dansU adhérent àV , alors il existe une boule ouverte
centrée surx intersectantV , doncx est dansV - car toute boule est convexe.
• V , fermé, ouvert, non vide d’un connexeU , est égal àU .ut
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La figure1.1 illustre cette démonstration.

U

x

x0

y
FIG. 1.1 – Illustration de la proposition3. x est supposé dansV , y dans l’adhérence de
V .

Proposition 4 (Distance dans un connexe ouvert d’unR-espace vectoriel normé )
SoitU un ouvert connexe d’unR-espace vectoriel normé . Si on noted(x, y)
l’inf des longueurs des lignes brisées joignantx à y, alorsd est une distance
et définit la même topologie que la norme.

Démonstration : pas difficile du tout !ut

Définition 5 (Espace vectoriel produit) Le produit den espaces vectoriels,
muni de l’addition terme à terme et avec pour multiplicationλ.(x1, ..., xn) =
(λ.x1, ..., λ.xn) est un espace vectoriel. On l’appelleespace vectoriel pro-
duit .

Théorème 6 L’ensemble des fonctions deA dansE, notéEA, avecE K-
espace vectoriel, est unK-espace vectoriel. La somme de deux fonctions est la
fonction qui à un élément associe la somme des deux images, et le produit d’un
scalaire par une fonction est la fonction qui à un vecteur associe le produit du
scalaire par l’image de ce vecteur.

Démonstration : La preuve est pas bien difficile...ut
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Définition 7 (Sous-espaces vectoriels)Une partie d’un espace vectoriel est
un sous-espace vectorielde cet espace lorsqu’elle est non vide, stable par
addition et stable par multiplication par un scalaire.

On note qu’on peut se contenter de vérifier que la partie est non vide et que siλ
etµ sont des scalaires et six et y lui appartiennent, alorsλ.x + µ.y appartient aussi à
l’ensemble.

Proposition 8 Un sous-espace vectoriel est un espace vectoriel, et un espace
vectoriel inclus dans un espace vectoriel (et muni des lois induites bien sûr) est
un sous-espace vectoriel.

Les polynômes de degré plus petit quen sont un sous-espace de l’ensemble des
polynômes. L’espace des fonctions bornées sont un sous-espace vectoriel de l’espace
des fonctions deA dansR. L’ensemble des suites bornées deK est un sous-espace de
l’espace des suites deK. L’ensemble des suites presque nulles deK est aussi un sous-
espace vectoriel de l’espace des suites deK.

Proposition 9 Une intersection quelconque de sous-espaces vectoriels est un
espace vectoriel.

Cela permet d’introduire la définition suivante :

Définition 10 (Sous-espace vectoriel engendré)On appelle sous-espace
vectoriel engendré par une partieA l’intersection de tous les sous-espaces
vectoriels contenantA. On la noteV ect (A).
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1.2 Applications linéaires

Définition 11 (Application linéaire) Une applicationf d’unK-espace vecto-
riel vers un autre est uneapplication linéaire si :
• f(x+ y) = f(x) + f(y)
• f(λ.x) = λ.f(x)
Une application linéaire est aussi appeléemorphisme d’espaces vectoriels,
ou morphisme algébrique. C’est en particulier un morphisme de groupes.
Une application linéaire bijective est appeléeisomorphisme, une application
linéaire deE dansE est appeléeendomorphisme. Un endomorphisme qui
est aussi un isomorphisme est appeléautomorphisme. L’inverse d’un isomor-
phisme est un isomorphisme, appeléisomorphisme réciproque.
On noteL(E,F ) l’ensemble des morphismes deE dansF ; c’est un sous-
espace vectoriel deFE . On noteL(E) l’ensemble des endomorphismes deE.
On noteIsom(E,F ) l’ensemble des isomorphismes deE dansF . On note
Aut(E) l’ensemble des automorphismes deE ; il est notéGL(E) une fois
qu’on l’a muni de la composition.GL(E) est un groupe, appelégroupe li-
néaire.
La notationE ' F signifie qu’il existe un isomorphisme deE dansF .
L’image réciproque d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire est
un sous-espace vectoriel. On noteKer f et on appellenoyaudef l’image ré-
ciproque de{0}, c’est un sous-espace vectoriel. Une application linéaire est
injective si et seulement si son noyau est{0}. On notera que le noyau d’une
application linéaire est le noyau du morphisme de groupes correspondant.
On noteId la fonction identité deE ; c’est une application linéaire et un
isomorphisme. On noteInvf l’ ensembles des invariants def ; Invf =
Kerf − Id. On noteOppf l’ensemble des vecteurs changés en leur op-
posé; Oppf = Kerf + Id.
On appellehomothétie de rapport λ d’un espace vectorielE l’application
x 7→ λ.x.

Quelques propriétés :
•On peut se contenter pour vérifier la linéarité d’une application d’assurer quef(λ.x+
µ.y) = λ.f(x) + µ.f(y)
• L’image de0 par une application linéaire est0.
• L’identité est un automorphisme.
• L’image d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire est un sous-espace
vectoriel. On noteIm f l’image def , c’est un sous-espace vectoriel.
• La composée de deux applications linéaires est une application linéaire.
• L’application qui àf associeg◦f (resp.f ◦g) est un morphisme d’espaces vectoriels.
•Ker f ⊂ Ker g ◦ f
• Img ◦ f = Img
• g ◦ f = 0 si et seulement siIm f ⊂ Ker g
• L’application qui à un polynôme associe son polynôme dérivé est un endomorphisme.
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Définition 12 On appellen-ième itérée def la fonction fn. f est dit nil-
potent si il existen tel quefn = 0. Le plus petitn convenable est appelé
indice de nilpotencedef . On convient que l’indice de nilpotence d’une fonc-
tion non nilpotente est+∞.

Propriétés :
Si f est un endomorphisme nilpotent, alorsf − Id etf + Id sont des automorphismes.

Définition 13 (Définitions dans le cas d’un espace vectoriel produit)
On appelle k-ième projection canonique d’un espace vectoriel produit
E1 × ... × En l’application qui à x dans le produit associe sa composante
dansEk.
On appelle k-ième injection canonique d’un espace vectoriel produit
E1 × ...× En l’application qui àx dansEk associe(0, ..., 0, x, 0, ...0).

On notera que sifi est linéaire deEi dansFi, alors(x1, ..., xn)→ (f1(x1), ..., fn(xn))
est une application linéaire ; son noyau est le produit des noyaux.

1.3 Somme de sous-espaces vectoriels

1.3.1 Généralités

Définition 14 (Somme de sous-espaces vectoriels)On se donneF1, ..., Fn
des sous-espaces vectoriels de l’espace vectorielE. L’application φ qui à
(x1, ..., xn) associe(x1 + x2 + ...+ xn) est une application linéaire sur l’es-
pace produitF1× ...×Fn. L’image deφ est appeléesommedes sous-espaces
vectorielsF1, ..., Fn, et est notéeF1 + ...+ Fn ou

∑
i∈[1,n] Fi.

Propriétés :
• La somme desFi contient tous lesFi.
• L’espace vectoriel engendré par l’union desFi est leur somme.

Définition 15 (Somme directe de sous-espaces vectoriels)On dit que la
somme deF1, ..., Fn est unesomme directelorsque la fonctionφ est injec-
tive. Au lieu de noter

∑
Fi on peut alors noter

⊕
Fi

Propriétés :
• Cela revient à dire que tout vecteur de l’espace vectoriel somme s’écrit comme
somme d’un élément deF1, d’un élément deF2, ... , d’un élément deFn, cette dé-
composition étant unique.
• La somme est directe si et seulement si pour toutj Fj ∩

∑
i 6=j Fi = {0}.

•On peut encore simplifier ce critère ; la somme est directe si et seulement si pour tout
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j Fj ∩
∑
i=1..j−1 Fi = {0}.

1.3.2 Espaces supplémentaires

� Généralités

Définition 16 Deux sous-espaces vectoriels d’un espaceE sont ditssupplé-
mentaires lorsque leur somme est directe et égale àE.

Propriétés :
• Deux espaces sont supplémentaires si et seulement si leur intersection est{0} et si
leur somme estE.
• Deux espaces sont supplémentaires si l’applicationφ (voir la définition d’une somme
de sous-espaces vectoriels) est bijective.
• Deux sous-espaces vectoriels qui sont supplémentaires d’un même sous-espace vec-
toriel sont isomorphes - preuve en considérant la projection sur le supplémentaire en
question par rapport à l’un des deux sous-espaces ; un espace supplémentaire du noyau
est isomorphe à l’image, d’où le résultat - les définitions nécessaires arrivent plus bas).
Exemples :
DansKn, l’espace vectoriel engendré par un vecteur(a1, ..., an) est supplémentaire de
l’espace vectoriel des(x1, ..., xn) tels quea1.x1 + ...+ an.xn = 0.

� Applications aux applications linéaires. Projections, symétries.

Théorème 17 Deux applications linéaires ayant les mêmes restrictions à deux
espaces vectoriels supplémentaires sont égales.
Etant données deux applications linéaires définies respectivement deF1 dans
G et deF2 dansG, avecF1 et F2 deux supplémentaires deE, il existe une
et une seule application linéaire dont les restrictions àF1 et F2 soient ces
applications.

Proposition 18 Etant donné un sous-espace vectorielH, f une application
linéaire, alorsKer f|H = Ker f ∩H

Théorème 19 (Théorème noyau-image)Im f est isomorphe à tout supplé-
mentaire deKer f .

Démonstration : Il suffit de considérer la restriction def à un supplémentaire de
Ker f , et de montrer l’injectivité et la surjectivité.ut
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Définition 20 (Projection) On a vu que dans le cas oùF etG étaient des es-
paces supplémentaires deE, pour toutx il existait un unique(f, g) ∈ F×G tel
quex = f + g. On appelleprojection sur F parallèlement àG l’application
qui àx associef .

Définition 21 On dit qu’un endomorphismef estidempotent lorsquef ◦f =
f . Un endomorphisme idempotent est aussi appeléprojecteur.

Propriétés :
Etant donnép projecteur, on a :
• E = Ker p⊕ Im p
• Invp = Im p
On note qu’une projection est un projecteur.

Proposition 22 Un projecteurp est en fait la projection surIm p parallèle-
ment àKer p.

Démonstration : Il suffit de considérer les propriétés ci-dessus, elles-mêmes faci-
lement démontrables.ut

Proposition 23 Id− f est un projecteur si et seulement sif est un projecteur.

Démonstration : Il suffit de développer(Id− f)2.ut

Définition 24 (Projecteurs associés)Deux projecteurs sont ditsprojecteurs
associéslorsque leur somme est l’identité.

Proposition 25 Sif etg sont deux projecteurs associés, alorsIm f = Ker g
et Im g = Ker f .

Définition 26 (Symétrie) A etB étant supplémentaires, on appellesymétrie
par rapport àA parallèlement àB l’endomorphismes tel ques|A = Id et
s|B = −Id.

On a vu plus haut qu’un endomorphisme pouvait être défini par ses restrictions sur
deux espaces supplémentaires.
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Définition 27 (Involution) Un endomorphismef est uneinvolution lorsque
f ◦ f = Id.

Définition 28 Une symétries et un projecteurp sont ditsassociéslorsques =
2.p− Id.

C’est le cas lorsques et p se font par rapport au même espace et parallèlement au
même espace.

Propriétés :
• Une symétrie est une involution

• Etant données symétrie,E = Inv s⊕Opp s
• s est la symétrie par rapport àInv s et parallèlement àOpp s.
• Toute symétrie est associée à un projecteur, et tout projecteur est associée à une sy-
métrie.

� Dilatations, transvections

Définition 29 SoitH un hyperplan d’un espace vectorielE, etD une droite
supplémentaire deH. On appelledilatation d’hyperplan H, de directionD
et de rapport λ l’application linéaire dont la restriction àH est l’identité et
dont la restriction àD est l’homothétie de rapportλ.
SoitH un hyperplan d’un espace vectorielE, eth une forme linéaire de noyau
H. On appelletransvection d’hyperplan H une application deE dansE de
la forme

x 7→ x+ h(x).u

pour un certainu dansH.

Ne pas se méprendre sur la notion de transvection d’hyperplanH ; il existe
plusieurs transvections différentes d’hyperplanH.

Rappelons que la proposition??signale queGL(E) est engendré par les transvec-
tions et les dilatations, et queSL(E) est engendré par les transvections.
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1.4 Espace vectoriel quotient

1.4.1 Généralités

Définition 30 SoitF un sous-espace vectoriel deE. Alors la relation définie
par

xRy ⇐⇒ x− y ∈ F

est une relation d’équivalence compatible avec l’addition et le produit externe.
L’ensemble quotient est un espace vectoriel pour les lois induites ; il est appelé
espace vectoriel quotientet est notéE/F .

Propriétés :
• La surjection canonique qui àx associex est linéaire. Son noyau estF .
• Si F etG sont supplémentaires, alorsG est isomorphe àE/F .

1.4.2 Application aux applications linéaires

Théorème 31 Etant donné une application linéairef deE dansF , alors f
s’écrit de manière uniquef = i ◦ b ◦ s, avecs la surjection canonique deE
dansE/Ker f , i l’injection canonique deIm f dansF , etg un isomorphisme
deE/Ker f dansImf .

Démonstration : Facile !ut
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1.5 Translations - espaces affines

Pour plus d’informations on pourra consulter la partie??.

Définition 32 (Translations) On appelletranslation de vecteura l’applica-
tion d’un espace affineX dans lui-même qui àx associex+ a. On noteT (E)
l’ensemble des translations deE.
On appellesous-espace affinedeE l’image d’un sous-espace vectoriel deE
par une translation deE.
On appelledirection d’un sous-espace affinel’ensemble desx− y pourx et
y dans l’espace affine.
On dit qu’un sous-espace affineA estparallèle à un sous-espace affineB si et
seulement siA est vide ou la direction deA est incluse dans la direction deB.
On dit que deux sous-espaces affines sontparallèless’ils sont non vides et ont
même direction.
On dit que deux sous-espaces affines sontstrictement parallèless’ils sont non
vides et ont même direction et sont distincts.

Propriétés :
• (T (E), ◦) est un groupe commutatif.(T (E), ◦) ' (E,+).
• Un sous-espace affine deE contient0 si et seulement si c’est un sous-espace vecto-
riel (en le munissant des lois induites).
• Si un espace affineA est de la formea+F , alors il est aussi de la formex+F pour
toutx deA.
• Le sous-espace affineA est égal àa+F , aveca quelconque dansA, etF la direction
deA.
• Etant donnésA etB deux espaces affines,a ∈ A et b ∈ B, de direction respectives
F etG, alorsA ∩B 6= ∅ ⇐⇒ b− a ∈ F +G
• Etant donnés deux espaces affines d’intersection non vide, l’intersection est un es-
pace affine de direction l’intersection de leurs directions.
• SiA est parallèle àB alorsA ∩B = ∅ ouA ⊂ B.
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1.6 Familles libres. Familles génératrices. Bases

1.6.1 Généralités

Définition 33 Un élémentx de l’espace vectorielE est ditcombinaison li-
néaired’une famille(xi)i∈I d’éléments deE si il existe un entiern, unn-uplet
(λ1, ..., λn) d’éléments deK, et unn-uplet(i1, ..., in) d’éléments deI tels que
x =

∑
1≤j≤n λjxij .

Un élémentx est ditcombinaison linéaired’un sous-ensembleA deE six est
combinaison linéaire d’une famille d’éléments deA.
Une famille d’éléments d’un sous-espace vectorielF est ditefamille généra-
trice deF si l’espace vectoriel engendré par cette famille estF .
Une famille d’éléments deE est ditefamille libre si une combinaison linéaire
de cette famille est nulle si et seulement si chaqueλi est nul.
Une famille est ditefamille liée quand elle n’est pas libre.

Propriétés :
• L’image d’une famille génératrice deF par une application linéairef est une famille
génératrice def(F ).
• L’ensemble des combinaisons linéaires deA est l’espace vectoriel engendré parA.
• Toute famille contenant le vecteur nul est liée.
• Les éléments d’une famille libre sont deux à deux distincts.
• Une famille est liée si et seulement si un de ses éléments est combinaison linéaire des
autres.
• Une famille est liée si et seulement si un de ses éléments appartient à l’espace vecto-
riel engendré par les autres.
• Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
• Toute sur-famille d’une famille liée est liée.

Théorème 34 • L’image d’une famille liée par une application linéaire est
une famille liée.
• L’image d’une famille libre par une application injective est une famille libre.

Le théorème suivant, facile à démontrer, est fondamental pour la suite.

Théorème 35 • Etant donnée une famille libre et un élément appartenant à
l’espace vectoriel engendré par cette famille, alors cet élément s’écrit de ma-
nière unique comme combinaison linéaire d’éléments de la famille.
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Définition 36 (Base) Une base d’un espace vectorielE est une famille libre
et génératrice.

Proposition 37 Une famille est une base si et seulement si c’est une famille
libre maximale (au sens de l’inclusion).

Démonstration : Si elle est pas maximale, on peut ajouter un élément tout en la
laissant libre ; on en déduit que ce n’est pas une famille génératrice. Si elle n’est pas
génératrice, alors on peut ajouter un élément n’appartenant pas à l’espace engendré ;
cette nouvelle famille est aussi libre, donc la précédente n’était pas maximale.ut

Proposition 38 Une famille est une base si et seulement si c’est une famille
génératrice minimale.

Démonstration : Même principe que la preuve ci-dessus.ut

Définition 39 Etant donnée une base(ei) d’un espace vectorielF et un
élémentx de F , il existe une unique famille(λi) de support fini telle que
x =

∑
λiei. Lesλi sont appeléscoordonnéesdu vecteurx.

1.6.2 Applications aux applications linéaires

Théorème 40 Etant donnée(fi)i∈I une base deF et (gi)i∈I une famille de
G, il existe une unique application linéairef deF dansG telle quef(fi) = gi
pour touti ∈ I.
• La famille(gi) est libre si et seulement sif est injective.
• La famille(gi) est génératrice si et seulement sif est surjective.
• La famille(gi) est une base deG si et seulement sif est bijective.

1.6.3 Applications aux sous-espaces vectoriels

Proposition 41 L’ensembleL(E) des endomorphismes deE muni de l’addi-
tion, de la composition, et de la multiplication par un scalaire, est une algèbre.

Attention, cette algèbre n’est pas commutative (en général).
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1.7 Dualité

1.7.1 Définitions et premières propriétés. Le dual et le bidual

Définition 42 On appelleforme linéaire sur unK-espace vectorielE une ap-
plication linéaire deE dansK.
On appelledual d’un K-espace vectorielE l’ensembleE∗ des formes li-
néaires sur cet espace vectoriel.
On appellehyperplan tout sous-espace vectoriel admettant une droite pour
supplémentaire.
On appellebidual d’un K-espace vectoriel le dual de son dual. On le note
E∗∗.
On appelleapplication linéaire canoniquedeE dansE∗∗ l’application qui
à x associeφx : u 7→ u(x) (on vérifiera facilement que c’est une application
linéaire).

Propriétés :
• Une forme linéaire non nulle est surjective.
• Un sous-espace vectoriel est un hyperplan si et seulement si tout droite vectorielle
passant par un vecteur appartenant à son complémentaire est un supplémentaire de cette
droite.
• Un sous-espace vectoriel est un hyperplan si et seulement si c’est le noyau d’une
forme linéaire non nulle.
• Deux formes linéaires non nulles sont liées (dans le dual) si et seulement si elles ont
même noyau.
• Etant donnéesu et v des formes linéaires surE, il existeλ ∈ K tel queu = λv si et
seulement siKer u ⊂ Ker v.

1.7.2 Orthogonalité

Définition 43 Etant donnéx dansE et u dansE∗, on dit quex et u sont
orthogonauxsi et seulement siu(x) = 0
Etant donnée une partie non videA deE, on appelleorthogonal deA dans
E∗ et on noteA⊥ l’ensemble desu orthogonaux à tous les éléments deA.
Etant donnée une partie non videA deE∗ on appelleorthogonal deA dans
E et on noteAo l’ensemble desx orthogonaux à tous les éléments deA.

Propriétés :
J’utilise le terme orthogonal sans plus de précision lorsque la propriété vaut à la fois
dans le cas de l’orthogonal d’une partie deE dans le dual et dans le cas de l’orthogonal
d’une partie du dualE∗ dansE.
Il n’y a pas ici de bidualité ; l’orthogonal d’une partie du dualE′ est à considérer dans
E.
• L’orthogonal d’une partie est l’orthogonal de l’espace engendré par cette partie.
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• L’orthogonal d’une partie est un sous-espace vectoriel.
• Toute partie est incluse dans l’orthogonal de son orthogonale.
• A ⊂ B alors l’orthogonal deB est inclus dans l’orthogonal deA.
• L’intersection des orthogonaux est l’orthogonal de l’union.

Attention, ne pas confondre l’orthogonal de l’orthogonal deA A⊥
o

et l’ortho-

gonal de l’orthogonal deA A⊥
⊥

.

1.8 Transposition

Définition 44 Etant donnéef une application linéaire deE dansF on appelle
transposée def l’application deF ∗ dansE∗ qui àv associev ◦ f . C’est une
application linéaire, et on la notetf .

Propriétés :
• L’application qui àf associetf est une application linéaire.
• t(g ◦ f) =t f ◦t g
• tIdE = IdE∗
• Si f est un isomorphisme,tf est un isomorphisme, ett(f−1) = (tf)−1

•Ker tf = (Im f)⊥

• f est surjective si et seulement sitf est injective.

1.9 K-algèbres

1.9.1 Définitions et généralités

Définition 45 (K-algèbre) (A,+,×, .) est uneK-algèbresi
• (A,+, .) est unK-espace vectoriel
• (A,+,×) est un anneau
• (λ.a)× b = a× (λ.b) = λ.(a× b)
LaK-algèbre est en outrecommutative lorsque× est commutative.

L’ensembles des suites à valeurs dansK est unK-algèbre commutative. L’espace
vectoriel des applications deA dansK est uneK algèbre commutative.

Définition 46 (Morphisme deK-algèbres) Un morphisme d’algèbre est
une application qui est à la fois un morphisme d’anneaux sur les anneaux
sous-jacents et un morphisme d’espaces vectoriels sur les espaces vectoriels
sous-jacents.
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1.10 Résultats d’algèbre linéaire

• L’union de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel si et seule-
ment si l’un des deux est inclus dans l’autre.

• Etant donnés deux projecteurs, la somme est un projecteur si et seulement si les
composés de ces projecteurs (dans les deux sens, la composition n’étant pas commu-
tative) sont nulles. Dans ce cas le noyau de la somme est l’intersection des noyaux, et
l’image de la somme est la somme directe des images.

• Etant donnésF etG des espaces vectoriels etf et g des vecteurs alorsf + F ⊂
g +G si et seulement siF ⊂ G ∧ f − g ∈ G.

Définition 47 On appellehomothétie vectorielle de rapportk l’application
qui àx associek.x ; un endomorphismef est une homothétie vectorielle si et
seulement si pour toutx la famille (x, f(x)) est liée.

Démonstration : On procède par étapes :
• tout d’abord montrer que pour toutx il existekx ∈ K tel quef(x) = kx.x.
• ensuite montrer quekx est constant sur toute droite vectorielle.
• développerf(x+ y) avec(x, y) une famille libre. On en déduitkx = ky.ut

• La famille des fonctionsfa deR dansR qui àx associe1 si x > a et 0 si x ≤ a
est libre.

Démonstration : On suppose qu’une telle fonction est combinaison linéaire d’un
nombre fini d’autres fonctions, et on constate que la fonction doit être continue là où
justement elle ne l’est pas...ut

1.11 Exercices d’algèbre linéaire

Quelques résultats pour s’habituer aux manipulations sur les polynômes d’endo-
morphismes et aux sommes d’espaces :

f2 − 5.f + 6.Id = 0→ E = Ker(f − 2.Id)⊕Ker(f − 3.Id)

(f est un endomorphisme)
Pour s’habituer aux manipulations sur les noyaux et les images :

(f est un endomorphisme)

Ker f = Ker f2 ⇐⇒ Im f ∩Ker f = {0}

Im f = Im f2 ⇐⇒ Im f +Ker f = {0}
n 7→ Ker fn est croissante

n 7→ Im fn est décroissante

∃n/Ker fn = Ker fn+1 → ∀k > n Ker fk = Ker fn

∃n/Im fn = Im fn+1 → ∀k > n Im fk = Im fn
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Chapitre 2

Algèbre multilinéaire

Pour la suite il est utile de connaître quelques bases surσn ; que l’on trouvera à la
partie??. Les premières sections, de type fondements théoriques pour la suite, sont un
juste rapidement ébauchées.
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2.1 Généralités

Définition 48 (Application multilinéaire) Soient E1, ... , En et F des
K-espace vectoriel , alorsf : Πi∈[1,n]Ei → F estn-linéaire si pour tout
(xi) dansΠEi et toutj l’application x → f(x1, ..., xj−1, x, xj+1, ..., xn) est
linéaire.
SiE1 = E2 = ...En ont dit quef est uneapplication n-linéaire surE.
SiF est le corpsK, alorsf est diteforme n-linéaire.
On noteLn(E,F ) l’ensemble des applicationsn-linéaires deE dansF .
On note Ln(E) l’ensemble des formesn-linéaires sur E, c’est à dire
Ln(E,K).
Etant donnéf ∈ Ln(E,F ) et σ ∈ σn on notefσ l’application n-linéaire
(x1, ..., xn) 7→ f(xσ(1), xσ(2), ..., xσ(n)).
Une applicationn-linéaire est ditesymétriquesi pour toutσ fσ = f .
Une applicationn-linéaire est diteantisymétrique si pour toutσ fσ = ε(s).f .
Une applicationn-linéaire est ditealternée si i 6= j et xi = xj implique
f(x1, ..., xn) = 0.

On noteSn(E,F ) l’ensemble des applicationsn-linéaires symétriques deE
dansF et An(E,F ) l’ensemble des applicationsn-linéaires alternées deE
dansF .
On noteSn(E) l’ensemble des formesn-linéaires symétriques surE etAn(E)
l’ensemble des formesn-linéaires alternées surE.

Une applicationp-linéaire n’est pas une application linéaire.

Proposition 49 ] •Lp(E,F ) est unK-espace vectoriel , sous-espace vectoriel
deFE

p

.
• f est symétrique si et seulement si pour toute transpositionτ fτ = f .
• f est antisymétrique si et seulement si pour toute transpositionτ fτ = −f .

Démonstration : Premier point évident, les deux points suivants demandent juste
de se rappeler que les transpositions engendrentσn. On pourrait en fait utiliser d’autres
familles génératrices.ut

Proposition 50 Une applicationn-linéaire alternée est antisymétrique ; siK
n’est pas de caractéristique2, la réciproque est vraie aussi.

Démonstration : Supposonsf n-linéaire, etxi = xj , aveci 6= j.

0 = f(x1, ..., xi + xj , ..., xj + xi, ..., xn)

(carf est alternée)
0 = f(x1, ..., xi, ..., xi, ..., xn)

+f(x1, ..., xi, ..., xj , ..., xn)
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+f(x1, ..., xj , ..., xj , ..., xn)

+f(x1, ..., xj , ..., xi, ..., xn)

(carf estn-linéaire) orf(x1, ..., xi, ..., xi, ..., xn) = f(x1, ..., xj , ..., xj , ..., xn) = 0
puisquef est alternée
doncf(x1, ..., xi, ..., xj , ..., xn) = −f(x1, ..., xj , ..., xi, ..., xn).

Par la proposition49, le résultat alterné→ antisymétrique est donc prouvé. La
réciproque est évidente, en utilisant la même caractérisation de l’antisymétrie par la
proposition49.ut

On suppose désormais queK est un corps de caractéristique6= 2.

Théorème 51 Soitφ une formen-linéaire antisymétrique surE K-espace vec-
toriel de dimensionn, e1, ..., en une base deE, e∗1, ..., e

∗
n sa base duale et

x1, ..., xn une famille den éléments deE.
Alors :

φ(x1, ..., xn) = (
∑
σ∈σn

ε(s).Πn
i=1e

∗
σ(i)(vi)).φ(e1, ..., en)

et
φ(x1, ..., xn) = (

∑
σ∈σn

ε(s).Πn
i=1e

∗
i (vσ(i))).φ(e1, ..., en)

Démonstration : On procède en quatre étapes :
• On remplacexj par

∑
i e
∗
i (xj).ei dansφ(x1, ..., xn).

• On développe en utilisant la linéarité suivant chaque composante, on obtient donc∑
(i1,...,in)∈[1,n]n

e∗i1(x1).e∗i2(x2).....e∗in(xn).φ(ei1 , ..., ein)

• On supprime tous les termes tels que le cardinal de{i1, ..., in} soit différent den, ce
qui permet d’introduire les permutations.
• Il ne reste plus qu’à remplacerφ(ei1 , ..., ein) parε(σ).φ(e1, ..., en).
La deuxième formule s’obtient simplement en remplaçantσ parσ−1.ut
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Définition 52 (Symétrisé et antisymétrisé d’une formen-linéaire) Soit f
une formen-linéaire sur unK-espace vectorielE.
Alors l’applicationS(f) égale à(x1, ..., xn) 7→

∑
σ∈σn fσ(x1, ..., xn) est ap-

peléesymétriséedef ; elle est symétrique.
Alors l’applicationA(f) égale à(x1, ..., xn) 7→

∑
σ∈σn ε(σ).fσ(x1, ..., xn)

est appeléeantisymétriséedef ; elle est alternée.
L’applicationf 7→ S(f) est appeléeopérateur de symétrisation.
L’applicationf 7→ A(f) est appeléeopérateur d’antisymétrisation.

Définition 53 (Produit tensoriel, produit symétrique, produit extérieur)
Soientf1, ..., fn des formes linéaires sur leK-espace vectorielE.
On appelleproduit tensoriel de (f1, ..., fn) l’application qui à (x1, ..., xn)
associef1(x1)× f2(x2)...× fn(xn). On le notef1 ⊗ f2 ⊗ ...⊗ fn.
L’aplication symétrisée du produit tensoriel est appeléeproduit symétrique
de(f1, ..., fn) ; on la notef1.f2. . . . .fn.
L’application antisymétrisée du produit tensoriel est appeléeproduit exté-
rieur de(f1, ..., fn) ; on le notef1 ∧ f2 ∧ ... ∧ fn.
Une applicationn-linéaire exprimable comme produit tensoriel est dite décom-
posable dansLn(E).
Une applicationn-linéaire exprimable comme produit symétrique est dite dé-
composable dansSn(E).
Une applicationn-linéaire exprimable comme produit extérieur est dite dé-
composable dansAn(E).

Proposition 54 • Le produit symétrique den formes linéaires est symétrique.
• Le produit extérieur den formes linéaires est antisymétriques.
• L’application qui àn formes linéaires associe leur produit tensoriel estn-
linéaire deE∗n dansLn(E).
• L’application qui àn formes linéaires associe leur produit symétrique est
n-linéaire symétrique.
• L’application qui àn formes linéaires associe leur produit extérieur estn-
linéaire alternée.

Quelques théorèmes donnés sans démonstration :

Théorème 55 SoitE unK-espace vectoriel de dimension finien, (e1, ..., en)
une base deE, (e∗1, ..., e

∗
n) sa base duale. On noteF l’ensemble des applica-

tions de[1, p] dans[1, n]. Pour toutf dansF on noteef = e∗f(1) ⊗ e
∗
f(2) ⊗

· · · ⊗ e∗f(p). Alors la famille desef pourf ∈ F est une base deLp(E).
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Définition 56 La base donnée par le théorème précédent est appeléebase as-
sociée à(e1, ..., en).

Corollaire 57 La dimension deLp(E) est(dim E)n.

Théorème 58 Soit E un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie n, (e1, ..., en) une base de E, (e∗1, ..., e

∗
n) sa base duale.

K est supposé de caractéristique nulle.
On noteA l’ensemble des applicationsf de [1, n] dans [0, p] telles que∑n
i=1 f(i) = p. Alors on noteef = e

f(1)
1 .e

f(2)
2 . . . . .e

f(n)
n .

Alors la famille desef pourf ∈ A forme une base deSp(E).

Corollaire 59 La dimension deSp(E) est égale àCpdim E+p−1.

Théorème 60 Soit E un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie n, (e1, ..., en) une base de E, (e∗1, ..., e

∗
n) sa base duale.

K est supposé de caractéristique nulle.
On noteA l’ensemble des applicationsf strictement croissantes de[1, p] dans
[1, n]. Alors on noteef = ef(1).ef(2). . . . .ef(n).
Alors la famille desef pourf ∈ A forme une base deSp(E).

Corollaire 61 SiE est unK-espace vectoriel de dimension finien et siK est
de caractéristique nulle, alorsdim Ap(E) = Cpn.

2.2 Algèbre multilinéaire et topologie

Définition 62 Etant donnésE1, ... ,En et F des espaces vectoriels normés
, on noteL(E1, ..., En;F ) l’espace des applicationsn-linéaires continues de
E1 × ... × En dansF . On le norme parf 7→ sup∀i‖xi‖≤1‖f(xi) ; on obtient
ainsi un espace vectoriel normé .
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Théorème 63 (Quelques théorèmes (pas durs !) sans preuve)• SoientE1,
... ,En etF des espaces vectoriels normés , et soitf applicationn-linéaire de
E1, ..., En dansF . Alors :
- f est continue si et seulement sif est continue en0
- f est bornée sur le produit des boules unités desEi

• Si F est un espace de Banach, alorsL(E1, ..., En;F ) est un espace de
Banach.

• Etant donnéef application n-linéaire continue deE1 × ... × En
dans F la différentielle de f en (x1, x2, ..., xn) est (h1, ..., hn) 7→
f(h1, x2, ..., xn) + f(x1, h2, x3, ..., xn) + ...+ f(x1, x2, ..., xn−1, hn).

• L(E1, E2;F ) ' L(E1;L(E2;F )).

2.3 Déterminants

2.3.1 Déterminant d’une famille de vecteurs

On supposeE K-espace vectoriel de dimension finien.

Définition 64 On appelledéterminant d’une famille(x1, ..., xn) d’éléments
deE dans une base(e1, ..., en) deE la somme :∑

σ∈σn

ε(σ)Πn
i=1e

∗
σ(i)(xi)

On le notedet(e1,...,en)(x1, ..., xn).

Proposition 65 Sif estn-linéaire surE, alors
∑
σ∈σn ε(σ).fσ estn-linéaire

etantisymétrique.

Démonstration : La somme est trivialementn-linéaire, et l’antisymétrie se montre
facilement (on rappelle juste que la signature du produit de deux permutations est le
produit des signatures de ces deux permutations).ut

On suppose pour la suite queK n’est pas de caractéristique2.
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Théorème 66 •Etant donnée une baseB deE, il existe une et une seule forme
n-linéaire alternée égale à1 surB ; c’estdetB(.).
• Les formesn-linéaires alternées surE sont égales à multiplication par un
scalaire près.

Démonstration : • Il est clair quedetB(B) = 1
• La proposition précédente nous assure quedetB(.) estn-linéaire alternée.
• Le théorème51nous assure le deuxième point.ut

En conclusion, on a les propriétés élémentaires suivantes du déterminant dans une
baseB :

Proposition 67 • Le déterminant estn-linéaire alterné.
• On ne change pas le déterminant desxi en ajoutant à un desxi une combi-
naison linéaire des autresxj .
• Le déterminant de(x1, ..., xn) est égal àε(σ) fois le déterminant de
(xσ(1), ..., xσ(n)).
• detB = detB(B′).detB′
• detB(B′).detB′(B) = 1
• La famille desxi est une base si et seulement sidetB(x1, ..., xn) 6= 0

Démonstration : (simplement du dernier point, les autres se montrant facilement
l’un après l’autre)
Si c’est une base, alors on applique la formule juste au dessus pour conclure que le
déterminant est non nul.
Si le déterminant est non nul, alors supposons la famille liée, on peut ajouter à un vec-
teur une combinaison linéaire des autres et on a ainsi une famille dont un vecteur est
nul, et donc le déterminant devrait être nul.ut

2.3.2 Déterminant d’un endomorphisme

E est toujours unK-espace vectoriel de dimension finien sur un corpsK de carac-
téristique différente de deux.

Définition 68 On appelledéterminant de l’endomorphisme f le détermi-
nant def(B) dans la baseB ; on le notedet f .
On appellegroupe spécial linéaire deE l’ensemble des endomorphismes de
E de déterminant1 ; on le noteSL(E).

Démonstration : Il convient pour que la définition ait un sens de démontrer que
ce déterminant ne dépend pas de la baseB. On suppose donc données deux basesB et
B′, et on montre quedetB(f(B)) = detB′(f(B′)).
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• La fonction qui à unn-uplex ∈ En associedetB(f(x)) estn-linéaire alternée, donc
c’estλ.detB .
• En spécialisant enB cette égalité, on obtient

detB(f(x)) = detB(f(B)).detB(x)

• Or par les propriétés du déterminant on a

detB(x) = detB(B′).detB′(x)

detB(f(x)) = detB(B′).detB′(f(x))

• Des deux points précédents on déduit

detB(B′).detB′(f(x)) = detB(f(B)).detB(B′).detB′(x)

c’est-à-diredetB′(f(x)) = detB(f(B)).detB′(x), et doncdet′B(f(B′)) = detB(f(B))
en spécialisant enB′.ut

Proposition 69 • det f ◦ g = det f.det g
• f est un automorphisme si et seulement sidet f 6= 0
• Sidet f 6= 0, alorsf est un automorphisme etdet f−1 = 1

det f

• det est un morphisme de groupe entreGL(E) etK \ {0}.
• SL(E), puisqu’il est le noyau du déterminant, est un sous-groupe deGL(E)

2.3.3 Déterminant d’une matrice

On travaille encore dans un corpsK de caractéristique différente de2.

Définition 70 On appelledéterminant d’une matrice carréeM le détermi-
nant de l’endomorphisme canonique associé àM dansKn. On le notedet M
ou |M |.
On appellegroupe spécial linéaire d’ordren et on noteSLn(K) l’ ensemble
des matrices de déterminant égal à1.

Proposition 71 Le déterminant d’une matrice est aussi le déterminant de ses
vecteurs-colonnes ou de ses vecteurs-lignes dans la base canonique deK

n.

Les propriétés suivantes se déduisent facilement des propriétés équivalentes chez
les endomorphismes ou les familles de vecteurs :
• Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.
• Le déterminant du produit est le produit des déterminants.
• SLn(K) est un sous-groupe deGLn(K), noyau du déterminant en tant que mor-
phisme de groupe deGLn(K) versK \ {0}.
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• Deux matrices semblables ont même déterminant.

Proposition 72 Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit
des éléments diagonaux.

Démonstration : Il suffit de voir que seule la permutation identité est telle que
pour touti Mσ(i),i soit non nul.ut

2.3.4 Pratique du calcul d’un déterminant ; développement suivant
une ligne ou une colonne

Le point de vue adopté ici est celui du calcul du déterminant d’une matrice de type
(n, n) sur un corpsK ; bien sûr il faut bien voir qu’il en va de même du calcul du
déterminant d’un endomorphisme ou d’une famille de vecteurs dans une base.

Pour la suite il est nécessaire d’avoir lu le début de la partie4.3.10.

Proposition 73 (Développement suivant une colonne)

∀j ∈ [1, n]det M =
∑
i∈[1,n]

γi,j .Mi,j

Démonstration : Il suffit de se rappeler que le déterminant estn-linéaire.ut

Proposition 74 (Développement suivant une ligne)

∀i ∈ [1, n]det M =
∑
j∈[1,n]

γi,j .Mi,j

Démonstration : Il suffit de se rappeler quedet M = det tM .ut

Proposition 75

det M̃ = det com(M) = (detM)n−1

Démonstration : • Si M̃ est inversible et pasM , alorsM̃.M = (det M).I = 0
et doncM = 0, et doncM̃ = 0, d’où contradiction.
• Si M̃ et M ne sont pas inversibles ni l’une ni l’autre, alors les déterminants sont
égaux à0, et l’égalité annoncée est vérifiée.
• SiM est inversible, alors

M̃.M = (det M).I

det (M̃.M) = det((det M).I)

28



det (M̃).det M = (det M)n

det M̃ = (det M)n−1

D’où le résultat annoncé.ut

2.4 Algèbre bilinéaire

On travaillera avec un corpsK sympathique, commeR ouC.

2.4.1 Formes bilinéaires

� Le cas général

Définition 76 On appelleforme bilinéaire sur E une forme multilinéaire de
L2(E).
Etant donnéeφ une forme bilinéaire on notetφ l’application (x, y)→ φ(y, x).

Il est immédiat queφ est symétrique siφ =t φ, et queφ est antisymétrique si
tφ = −φ.

Proposition 77 • L’application qui àφ associetφ est un automorphisme in-
volutif deL2(E).
• L2(E) est somme directe des deux sous-espace vectoriel deL2(E) respecti-
vement constitués des formes bilinéaires symétriques et des formes bilinéaires
antisymétriques. On a en faitφ = a + s avecs =

tφ+φ
2 , a = φ−tφ

2 , a antisy-
métrique, ets symétrique.
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� Le cas de la dimension finie - expression matricielle

On travaille maintenant avecE K-espace vectoriel de dimension finien. On se
donne une base(e1, ...en) une base deE.

Définition 78 Etant donnéφ une forme bilinéaire surE, on appellematrice
deφ dans la baseB la matriceM définie par

Mi,j = φ(ei, ej)

On la noteMatB(φ).
Réciproquement, on appelleforme bilinéaire sur E associée à la matriceM
et à la baseB l’application φ définie par

φ(x, y) =t X.M.Y

avecX le vecteur défini parXi = e∗i (x) etY le vecteur défini parYi = e∗i (y).
La forme bilinéaire canoniquement associée à une matriceM de type(n, n) est
la forme bilinéaire associée à cette matrice dansKn pour la base canonique.

Proposition 79 AvecM la matrice deφ dans la baseB, avecX le vecteur
défini parXi = e∗i (x) etY le vecteur défini parYi = e∗i (y), on a

φ(x, y) =t X.M.Y

Démonstration : Il n’y a qu’à l’écrire.ut

Corollaire 80 La matrice detφ est la transposée de la matrice deφ.

Proposition 81 Etant donnéeB une base deE, l’application qui à une ma-
trice associe la forme bilinéaire associée surE pourB est un isomorphisme.

Corollaire 82 dim L2(E) = n2

Proposition 83 Etant donnéeB etB′ deux bases deE, alors

MatB′(φ) =t PB,B′ .MatB(φ).PB,B′

Démonstration : Evident.ut
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Au vu de ce résultat, on comprend l’intérêt d’introduire la définition suivante :

Définition 84 Deux matricesP et Q sont ditescongruentessi il existeM
inversible telle queP =t MQM .

Proposition 85 • La congruence est une relation d’équivalence
• Deux matrices sont congruentes si et seulement si elles représentent la même
forme bilinéaire dans deux bases différentes
• Deux matrices congruentes ont même rang

Deux matrices congruentes n’ont pas nécéssairement même déterminant.

2.4.2 Formes quadratiques

� Le cas général

Définition 86 On appelleforme quadratique associée à la forme bilinéaire
φ l’application x 7→ φ(x, x).
Une application deE2 dansK est uneforme quadratique surE si et seule-
ment si c’est la forme quadratique associée à une certaine forme bilinéaire.

Proposition 87 Soitq une forme quadratique, alors

q(x+ y) + q(x− y) = 2(q(x) + q(y))

(voir figure2.1)

Démonstration : Il suffit de développer la formule en considérantφ à laquelle est
associéq.ut

Proposition 88 L’application qui à une forme bilinéaire associe la forme qua-
dratique qui lui est associée est une application linéaire deL2(E) dans l’en-
semble des fonctions deE dansK. Son noyau est l’ensemble des applications
bilinéaires antisymétriques, et elle induit un isomorphisme de l’ensemble des
applications bilinéaires symétriques surE sur l’ensemble des formes quadra-
tiques.

Démonstration : • Le fait que cette application soit linéaire est évident.
• Montrons que si sa forme quadratique associée est nulle, alorsφ est antisymétrique.
Pour toutx et touty φ(x + y, x + y) = φ(x, x) + φ(y, y) + φ(x, y) + φ(y, x) ; donc
si pour toutz φ(z, z) = 0, alorsφ(x, y) + φ(y, x) = 0. D’où le résultat.ut
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x

y

x+y

x-y

FIG. 2.1 – Formule du parallélogramme. La somme des carrés des diagonales est égale
à la somme des carrés des côtés.

Définition 89 Etant donnéeq une forme quadratiqueq surE, l’unique forme
bilinéaire symétriqueφ telle que pour toutx q(x) = φ(x, x)i est appeléeforme
polaire de q.

Proposition 90 Les formules suivantes permettent de déterminer la forme po-
laire φ associée à une forme quadratiqueq :
• φ(x, y) = 1

2 (q(x+ y)− q(x)− q(y))
• φ(x, y) = 1

4 (q(x+ y)− q(x− y))

Définition 91 (Orthogonalité) Etant donnéesq une forme quadratique etφ
sa forme polaire :
• x ety appartenant àE sontorthogonauxsi et seulement siφ(x, y) = 0
• deux partiesX et Y deE sont ditesorthogonalessi et seulement si toutx
dansX et touty dansY sont orthogonaux.
• On appelleorthogonal d’une partieX deE et on noteX⊥ l’ensemble des
éléments orthogonaux à tous les éléments deX.
• On appellenoyau deq l’orthogonal deE (à ne pas confondre avec le cône
isotrope deq) ; on le noteN(q).
• On appellecône isotrope deq et on noteC(q) l’ensemble desx tels que
q(x) = 0 (à ne pas confondre avec le noyau deq). Un élément du cône isotrope
est appelévecteur isotrope.
• Un sous-espace vectoriel deE est dit isotrope si la restriction deq à ce
sous-espace vectoriel est dégénérée.
• Un sous-espace vectoriel deE est dit totalement isotropesi la restriction
deq à ce sous-espace vectoriel est nulle.
• Une forme quadratique est ditedégénéréesi son noyau n’est pas réduit à
{0}.
• Une forme quadratique est ditedéfiniesi son cône isotrope est réduit à{0}.
• Une forme quadratiqueq sur unR-espace vectorielE est ditepositive (resp.
négative) lorsque pour toutx on aq(x, x) ≥ 0 (resp.q(x, x) ≤ 0).

Proposition 92 • Un sous-espace vectoriel est isotrope si et seulement si il a
une intersection non réduite à{0} avec son orthogonal.
•Un sous-espace vectoriel est totalement isotrope si et seulement si il est inclus
dans son orthogonal.
• L’orthogonal d’une partie deE est l’orthogonal du sous-espace vectoriel
engendré par cette partie.
• AvecX etY des parties deE,X ⊂ V ect(Y )→ Y ⊥ ⊂ X⊥

Proposition 93 • Le noyau d’une forme quadratique est un sous-espace vec-
toriel
• La restriction d’une forme quadratique définie à un sous-espace vectoriel est
définie.

Le cône isotrope d’une forme quadratique n’est pas nécéssairement un sous-
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espace vectoriel (il contient le sous-espace vectoriel noyau deq).

La restriction d’une forme quadratique non-dégénérée à un sous-espace vectoriel
n’est pas nécéssairementnon-dégénérée.

Proposition 94 Le cône isotrope est un cône, c’est à dire quex isotrope→
λ.x isotrope pour toutλ dansK.

Définition 95 (Familles orthogonales et orthonormales)Une famille (xi)
de vecteurs deE est diteorthogonalesi i 6= j impliqueφ(xi, xj) = 0.
Une famille(xi) de vecteurs deE unC-espace vectoriel est diteréduite si elle
est orthogonale et siφ(xi, xi) = χ1,rg(q)(i).
Une famille(xi) de vecteurs deE un R-espace vectoriel est diteréduite si
elle est orthogonale et siφ(xi, xi) = χ1,p(i) − χp+1,rg(q)(i) pour un certain
p dans[0, rg(q)].
Une famille(xi) de vecteurs deE est diteorthonormale si φ(xi, xj) = δi,j .
Une matrice réelle ou complexe de type(n, n) est diteorthogonale si la fa-
mille de ses vecteurs colonnes forme une famille orthonormaledeKn.

Proposition 96 • Une famille orthogonale sans vecteur isotrope est libre. En
particulier si q est définie une famille orthogonale de vecteurs non nuls est
libre.
• Une famille orthonormale est libre.

Démonstration : φ(
∑
i λi.xi, xi) = λi.φ(xi, xi), etc...ut

� Le cas de la dimension finie - expression matricielle

On suppose queB = (e1, ..., en) est une base deE.

Définition 97 On appellematrice d’une forme quadratique dans une base
B la matrice de sa forme polaire dans la baseB.
On noteMatB(q) la matrice de la forme quadratiqueq dans la baseB.
On appellerang deq la rang de sa matrice dans une base quelconque (le rang
est indépendant de la base).
On appellediscriminant d’une forme quadratiqueq dans une baseB le dé-
terminant de la matrice deq dans la baseB.

Le discriminant dépend de la base.
Le troisième point appelle une preuve, que voici ci-dessous :
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Proposition 98 MatB′(q) =t PB,B′ .MatB(q).PB,B′

Démonstration : Il suffit d’aller voir la démonstration équivalente pour les formes
bilinéaires, en2.4.1.ut

Deux matrices congruentes ayant même rang, la définition ci-dessus est donc cohé-
rente.

Proposition 99 Etant donnésx dansE etX le vecteur défini parXi = e∗i (x)
, on aq(x) =t X.MatB(q).X.

Démonstration : Il suffit de considérer la forme polaire deq et de consulter la
partie2.4.1.ut

Proposition 100 Un polynôme de degré≤ 2 enx1, ..., xn est une forme qua-
dratique surKn.
Pour obtenir sa forme polaire, on remplace chaquexi.xi par xi.yi, et chaque
xi.xj par 1

2 (xi.yj+xj .yi) ; le polynôme en(xi) et(yi) est une forme bilinéaire
symétrique surKn, et est la forme polaire du polynôme.

Proposition 101 Le noyau d’une forme quadratique en dimension finie est le
noyau de l’endomorphisme ayant même matrice (dans la même base).
La dimension deE est la somme du rang deq et de la dimension du noyau de
q.

Démonstration : Evident, il n’y a qu’à l’écrire.ut

Proposition 102 • Une base est orthogonale si et seulement si la matrice deq
dans cette base est diagonale.
• Une base est orthonormale si et seulement si la matrice deq dans cette base
est l’identité.

Démonstration : Evident !ut

Le théorème suivant est très important :

Théorème 103Pour toute forme quadratique surE de dimension finie, il
existe une base deE orthogonale pourq.
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Démonstration : On montre ce résultat par récurrence :
• Le casn = 1 est trivial.
• Si q est nulle, le résultat est clair ; sinon on choisite1 non isotrope, et on noteH
l’orthogonal dee1. Tout vecteurx s’écrit

x = ∈ K.e1︸ ︷︷ ︸ φ(e1, x)
q(e1)

.e1 + ∈ e⊥1︸ ︷︷ ︸x− φ(e1, x)
q(e1)

.e1

doncE = K.e1 ⊕H. Il suffit alors d’appliquer l’hypothèse de récurrence surH.ut

Corollaire 104 Pour tout forme quadratiqueq sur E K-espace vectoriel de
dimensionn, il existep ∈ [1, n] etλ1, ..., λp dansK \ {0} etf1,...,fp dansE∗

tel que
• lesfi forment une famille libre
• q(x) =

∑p
i=1 λi.fi(x)2

En outre,p est unique et est égal au rang deq.

Démonstration : Il s’agit simplement de la traduction du théorème précédent.ut

On en déduit les deux corollaires suivants, l’un dans le casK = C, l’autre dans le
casK = R :

Corollaire 105 (CasK = C) Pour tout forme quadratiqueq surE K-espace
vectoriel de dimensionn, il existep ∈ [1, n] etf1,...,fp dansE∗ tel que
• lesfi forment une famille libre
• q(x) =

∑p
i=1 fi(x)2

En outre,p est unique et est égal au rang deq.

Démonstration : Il suffit de voir dans le corollaire précédent que l’on peut multi-
plier fi par une racine carrée de1λi .ut

Corollaire 106 (CasK = R) Pour tout forme quadratiqueq surE K-espace
vectoriel de dimensionn, il exister ∈ [1, n] etp dans[1, r] etf1,...,fp dansE∗

tel que
• lesfi forment une famille libre
• q(x) =

∑p
i=1 fi(x)2 −

∑r
i=p+1 fi(x)2

En outre,r est unique et est égal au rang deq, etp est unique.

Démonstration : Il suffit de voir que l’on peut multiplierfi par une racine carrée
de 1
|λi| ; il ne reste alors plus qu’à montrer l’unicité dep. Pour cela, on considères le p

maximal possible, etu le p minimal possible ; on notet = q − u.
Alors • q est définie positive sur un espace de dimensions
• q est définie négative sur un espace de dimensiont
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On déduit facilement que :
• ces deux espaces sont en somme directe, doncs+ t ≤ r
• p ≤ s
• r − p ≤ t
Donc sip < s, p+r−p < r, et sir−p < t, p+r−p < r, donc nécéssairement,p = s.ut

Encore un corollaire dans le cadre d’une forme quadratique définie positive:

Corollaire 107 (CasK = R et q définie positive) Pour tout forme quadra-
tique q sur E K-espace vectoriel de dimensionn, il existef1,...,fn dansE∗

tel que
• lesfi forment une famille libre
• q(x) =

∑n
i=1 fi(x)2

On en déduit aussi l’existence d’une base orthonormale.

2.4.3 Formes quadratiques réelles

Pour toute la durée de cette section, on se place dans le cadre deE unR-espace
vectoriel .

� Le cas général

On rappelle la définition suivante :

Définition 108 Une forme quadratiqueq sur unR-espace vectorielE est dite
positive (resp.négative) lorsque pour toutx on aq(x, x) ≥ 0 (resp.q(x, x) ≤
0).

Théorème 109 (Inégalité de Schwartz)• Soit q une forme quadratique
positivesur unR-espace vectorielE, et soitφ sa forme polaire. Alors pour
toutx et touty dansE

φ(x, y)2 ≤ q(x).q(y)

• Soitq une forme quadratique définie positivesur unR-espace vectorielE, et
soitφ sa forme polaire. Alors pour toutx et touty dansE

φ(x, y)2 ≤ q(x).q(y)

et
φ(x, y)2 = q(x).q(y) =⇒ (x, y) est une famille liée.

Démonstration : • Il suffit de considérer le discriminant du polynôme ent q(x.t+
y) (ce polynôme est toujours positif puisque la forme quadratique est positive).
• L’égalité implique queq(y − φ(x,y)

q(x) .x) = 0.ut
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On remarque que l’inégalité de Schwartz implique qu’une forme bilinéaire symé-
trique positive est continue.

Corollaire 110 (Noyau et cône isotrope d’une forme quadratique positive)
• Si q est positive alorsN(q) = C(q).
• Si q est positive alorsq est définie si et seulement si elle est non-dégénérée.

Proposition 111 Une forme quadratiqueq sur unR-espace vectoriel qui est
définieest nécéssairement soit positive soit négative.

Démonstration : On suppose qu’il existex ety avecq(x) > 0 et q(y) < 0. Alors
l’application qui àt dans[0, 1] associeq(t.x+ (1− t).y) est continue (il suffit de déve-
lopper pour le voir), donc par le théorème des valeurs intermédiaires?? elle s’annule
en un certaint0. Nécéssairementt.x+ (1− t)y = 0 (puisqueq est définie), doncx ety
sont linéairement dépendants (t 6= 0 et t 6= 1). Doncq(x) et q(y) sont de même signe,
d’où contradiction.ut

Une autre formulation des inégalités de Schwartz est donnée dans le corollaire ci-
dessous :

Corollaire 112 (Inégalités de Minkowski) • Soit q une forme quadratique
positivesur unR-espace vectorielE. Alors pour toutx et touty dansE√

q(x+ y) ≤
√
q(x) +

√
q(y)

• Soit q une forme quadratique définie positivesur unR-espace vectorielE,
alors pour toutx et touty dansE√

q(x+ y) =
√
q(x) +

√
q(y) =⇒ (x, y) est une famille positivement liée.

Démonstration : • Par l’inégalité de Schwartz

φ(x, y)2 ≤ q(x).q(y)

et donc

→ q(x+ y)− q(x)− q(y)
2

≤
√
q(x).q(y)

→ q(x+ y) ≤ q(x) + q(y) + 2.
√
q(x).q(y)

→
√
q(x+ y) ≤

√
q(x) +

√
q(y)

• Même principe.ut
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Proposition 113 • Une forme quadratiqueq est positive si et seulement si−q
est négative
• Une forme quadratique sur unR-espace vectoriel est convexe si et seulement
si elle est positive
•Une forme quadratique sur unR-espace vectoriel est concave si et seulement
si elle est négative

� Le cas de la dimension finie - expression matricielle

On suppose maintenant que l’on travaille surE unR-espace vectoriel de dimension
finie n. q est une forme quadratique.

Proposition 114 (Propriété fondamentale des formes quadratiques définies positives)Si E est
une forme quadratique définie positivesur unR-espace vectorielE de dimen-
sion finie, alors il existe une base deE orthonormalepour q.

Démonstration : Il suffit de considérer le corollaire107.ut

Proposition 115 (Quelques propriétés sur l’orthogonalité sur unR-espace vectoriel de dimension finie)

• PourF sous-espace vectoriel deE, on adim F + dim F⊥ ≥ n
• SoitF sous-espace vectoriel deE, avecq|F définie, alorsE = F ⊕ F⊥.

Démonstration : • Soit (fi)i∈[1,f ] une base deF , complétée en(fi)i∈E une base
deE.
Soit p l’application deE dansE définie parp(x) =

∑
i∈[1,f ] φ(x, fi).fi. Cette appli-

cation est linéaire ; on peut donc écrire

dim E = rg(p) + dim Ker p

Or
rg(p) ≤ dim F

et
dim Ker p = dim F⊥

donc
dim E ≤ dim F + dim Ker p

• F∩F⊥ = ∅ carq est définie surF . L’inégalité précédente donnedim F+dim F⊥ ≥
n, d’où le résultat.ut
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Définition 116 (Signature d’une forme quadratique sur unR-espace vectoriel de dimension finie)

On appellesignature d’une forme quadratique q le couple(s, t) avecs la
dimension maximale d’un sous-espace vectoriel deE sur lequelq est définie
positive ett la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel deE sur lequel
q est définie négative.

Le théorème suivant, très important, permet de cerner l’intérêt de la notion.

Théorème 117 (Théorème d’inertie de Sylvester)Pour toute base q-
orthogonaleei, l’ensemble desi tels queq(ei) > 0 a même cardinal,
l’ensemble desi tels queq(ei) = 0 a même cardinal, l’ensemble desi tels que
q(ei) > 0 a même cardinal.
Le sous-espace vectoriel engendré par l’ensemble desi tels queq(ei) > 0
est un sous-espace vectorielF de dimension maximale tel queq|F soit définie
positive.
Le sous-espace vectoriel engendré par l’ensemble desi tels queq(ei) < 0
est un sous-espace vectorielF de dimension maximale tel queq|F soit définie
négative.
L’ensemble desi tels queq(ei) = 0 est égal à la dimension deE moins le
rang deq.

Démonstration : Il suffit de consulter la preuve du corollaire106.ut

Corollaire 118 • Toute matrice symétrique est congruente à une matrice dia-
gonale dont les termes diagonaux sont(1, ..., 1,−1, ...− 1, 0, ...0).
• Deux formes quadratiques ont la même signature si et seulement si on passe
de l’un à l’autre en composant par un automorphisme.

Proposition 119 Une matriceM de type(n, n) est antisymétrique si et seule-
ment si pour tout vecteurX deKn on atX.M.X = 0.

Démonstration : La forme polaire de la forme quadratique associée àM est(X,Y ) 7→t

X.( 1
2 (M +t M)).Y . Elle est nulle si et seulement siM est antisymétrique (voir pro-

position88).ut

� Le cas d’un espace euclidien

Pour plus d’informations sur les espaces euclidiens on consultera la partie3.5. Un
espace euclidien étant réel et de dimension finie, ce qui vient d’être dit est encore
valable.
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On va noterQ(E) l’espace des formes quadratiques. Les notations usuelles seront
utilisées :
• (e1, ..., en) est une base deE
• q ∈ Q(E)
•M la matrice (symétrique) associée àq pour la base desei
• φ la forme polaire deq (symétrique, de matriceM dans la base desei)
• X désigne le vecteur colonne des coordonnées dex dans la base desei
• Y désigne le vecteur colonne des coordonnées dey dans la base desei

� Formulaire

q(x1.e1, x2.e2, ..., xn.en) =
∑

(i,j)∈[1,n]2

Mi,jxi.xj

φ((x1.e1, x2.e2, ..., xn.en), (y1.e1, y2.e2, ..., yn.en)) =
∑

(i,j)∈[1,n]2

Mi,jxi.yj

Mi,j = φ(ei, ej)

q(ei) = Mi,i

q(x) =t X.M.X

φ(x, y) =t X.M.X

et avec(f1, ..., fn) une autre base,

Mat(fi)(φ) = Mat(fi)(q) =t P(ei),(fi).M.P(ei),(fi)

� Résultats divers

Théorème 120L’applicationF deL(E) dans l’ensemble des applications de
E dansR définie parF (f) = (y 7→< f(y)|y > induit un isomorphisme de
S(E) (ensemble des endomorphismes symétriques deE) surQ(E) (ensemble
des formes quadratiques surE).

Démonstration :
• F (f) appartient àQ(E) pour toutf dansL(E) se voit en considérant la forme

bilinéaireφ = (x, y) 7→ 1
2 (< f(x)|y > + < x|f(y) >).

• < f(x)|x >= 0 pour toutx ⇐⇒ f antisymétrique (si vous n’en êtes pas
convaincu, revoyez la partie3.5.2).
• Avec n la dimension deE, on sait alors que l’image deF est de dimension

n2− 1
2n.(n− 1) = 1

2n.(n+ 1) = dim Q(E), doncF a bien pour imageQ(E) ; S(E)
étant un supplémentaire du noyau deF , F induit bien un isomorphisme deS(E) sur
Q(E).ut

Corollaire 121 • Toute forme quadratiqueq s’écrit x 7→< f(x)|x > pour un
certain endomorphisme symétriquef (on peut d’ailleurs aussi écrirex 7→<
x|f(x) >, puisquef est symétrique).
• Dans la même base,q, φ etf ont même matrice.
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Définition 122 f (défini comme précédemment) est appeléendomorphisme
symétrique associé à la forme quadratiqueq.

Ceci nous permet de donner quelques résultats, conséquences immédiates de résul-
tats connus sur les endomorphismes symétriques :

Théorème 123• Soitq une forme quadratique surE euclidien ; alors il existe
une base orthonormale deE dans laquelle la matrice de l’endomorphisme
associée àq est diagonale ; c’est à dire que cette base est orthogonale pourq
aussi.
• Si on a deux formes quadratiques sur unR-espace vectorielE de dimension
finie dont l’une (au moins) est définie, alors il existe une base orthogonale pour
les deux formes quadratiques (il suffit de considérer l’espace euclidien engen-
dré par la forme définie (ou sa négation si elle est négative) pour conclure).
• Une forme quadratique surE euclidien est positive si et seulement si toutes
les valeurs propres de l’endomorphisme symétrique associé sont positives
• Une forme quadratique surE euclidien est définie si et seulement si toutes
les valeurs propres de l’endomorphisme symétrique associé sont non nulles et
de même signe
• Une forme quadratique surE euclidien est négative si et seulement si toutes
les valeurs propres de l’endomorphisme symétrique associé sont négatives
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2.4.4 Formes quadratiques complexes

� Le cas général

Le cadre le plus général est simplement celui d’unC-espace vectoriel .

Définition 124 On appelleforme quadratique hermitienne sur unC-espace
vectorielE une applicationq deE dansC telle qu’il existe une forme sesqui-
linéaire hermitienneφ telle que pour toutx on aitq(x) = φ(x, x). Cette forme
sesquilinéaire hermitienne est unique (à vérifier plus bas) ; on l’appelleforme
polaire deq.

Proposition 125 Soitq une forme quadratique hermitienne. Alors :

∀xq(x) ∈ R

en effetφ(x, x) = φ(x, x) car φ est hermitienne

∀(x, y) ∈ E2 φ(x, y) =
1
4

(
4∑
j=1

ij .q(x+ ij .y))

cela se montre simplement en développant chacun des 4 termes de droite
L’ensemble des formes quadratiques hermitiennes surE notéQH(E) est un
R-espace vectoriel .

Ce n’est pas unC-espace vectoriel , comme on s’en convainc facilement
en considérant une forme quadratique hermitienne non nulle multipliée pari...

On note au passage que le deuxième résultat de cette proposition donne l’unicité
recquise dans la définition de la forme polaire ci-dessus.

� Le cas de la dimension finie - expression matricielle

Définition 126 Etant donnée(e1, ..., en) une base deE espace hermitien et
q une forme quadratique hermitienne surE de forme polaireφ, on définit la
matrice M associée àq ou matrice associée àφ par Mi,j = φ(ei, ej). On
noteM = Mat(ei)(φ) ouM = Mat(ei)(q).
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Proposition 127 La matriceM associée à une forme quadratique hermitienne
est hermitienne c’est-à-dire queM =t M .
AvecX le vecteur colonne des coordonnées dex dans une base donnée,Y
le vecteur colonne des coordonnées dey dans la même base,M la matrice
associée àq ouφ dans la même base, on a

φ(x, y) =t X.M.Y

q(x) =t X.M.X =
n∑
i=1

Mi,i.|Xi|2 + 2.Re(
∑
i<j

Mi,jXi.Xj)

Si (ei)i∈[1,n] et (fi)i∈[1,n] sont deux bases deE, alors Mat(ei)(q) =t

P(ei),(fi).Mat(fi)(q).P(ei),(fi).

� Formes quadratiques sur un espace hermitien

Définition 128 On noteQH(E) le R-espace vectoriel des formes quadra-
tiques hermitienne surE espace hermitien.
On noteH(E) le R-espace vectoriel des endomorphismes hermitiens deE,
espace hermitien.
Etant donnéf ∈ H(E), la forme quadratiquex 7→< f(x)|x > est appe-
léeforme quadratique hermitienne associée à l’endomorphisme hermitien
f ; réciproquementf est appeléeendomorphisme hermitien associée à cette
forme quadratique (voir unicité ci-dessous).

Théorème 129L’application F deH(E) dansQH(E) défini parF (f) =
(x 7→< f(x)|x >) est un isomorphisme.

Démonstration : • Le fait que pour toutf dansH(E) F (f) soit une forme qua-
dratique est clair (considérer la forme sesquilinéaire(x, y) 7→< f(x)|y >).
• Le fait quef est un morphisme est facile à prouver.
• La surjectivité :

Il suffit, étant donné une forme quadratique, de considérer sa matrice dans une base or-
thonormale quelconque, et l’endomorphisme associé à la même matrice dans la même
base ; l’image de cet endomorphisme parf .
• L’injectivité :

SupposonsF (f) = 0. L’application(x, y) 7→< f(x)|y > est la forme polaire deF (f)
(elle est bien sesquilinéaire et hermitienne) ; donc cette forme sesquilinéaire est nulle
par unicité de la forme polaire. Donc< f(x)|y > est nul pour toutx et touty, d’où le
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résultat en spécialisant pary = f(x).ut

Théorème 130Pour toute forme quadratique hermitienne il existe une base
orthonormale (pour le produit scalaire hermitien ) qui est orthogonale pour
cette forme quadratique.

Démonstration : Il suffit de considérer la proposition189appliqué à l’endomor-
phisme associé à une forme quadratique.ut

Quelques liens entre une forme quadratiqueq et l’endomorphisme hermitien asso-
ciéf :
• q est définie si et seulement si toutes les valeurs propres def sont de même signe et
non nulles
• q est positive si et seulement si toutes les valeurs propres def sont positives
• q est négative si et seulement si toutes les valeurs propres def sont négatives

2.5 Zoologie des déterminants

2.5.1 Déterminant d’ordre 2∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ = a.d− b.c

2.5.2 Déterminant d’ordre 3

∣∣∣∣∣∣
M1,1 M1,2 M1,3

M2,1 M2,2 M2,3

M3,1 M3,2 M3,3

∣∣∣∣∣∣
= M1,1.M2,2.M3,3 +M1,2.M2,3.M3,1 +M2,1.M3,2.M2,3

−M3,1.M2,2.M1,3 −M2,1.M1,2.M3,3 −M3,2.M2,3.M1,1

Une façon usuelle de retenir ce résultat pas très élégant vu comme ça est le schéma
2.2.

On suit les flèches marquées d’un+ pour retrouver les produits à compter positive-
ment, et les flèches marquées d’un− pour retruver les produits à compter négativement.
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FIG. 2.2 – La règle de Sarrus

2.5.3 Déterminant de Vandermonde

Définition 131 On appelledéterminant de Vandermonde associé à unn-
uple (x1, ..., xn) le déterminant∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x0
1 x1

1 x2
1 x3

1 . . . xn1
x0

2 x1
2 x2

2 x3
2 . . . xn2

x0
3 x1

3 x2
3 x3

3 . . . xn3
x0

4 x1
4 x2

4 x3
4 . . . xn4

...
...

...
...

...
...

x0
n x1

n x2
n x3

n . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Proposition 132 (Déterminant de Vandermonde)Le déterminant de Van-
dermonde associé à(x1, ..., xn) est

Πi<jxj − xi

Démonstration :
On noteWn le déterminant∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x0
1 x1

1 x2
1 x3

1 . . . xn1
x0

2 x1
2 x2

2 x3
2 . . . xn2

x0
3 x1

3 x2
3 x3

3 . . . xn3
x0

4 x1
4 x2

4 x3
4 . . . xn4

...
...

...
...

...
...

x0
n x1

n x2
n x3

n . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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On notePn le polynômeΠi∈[1,n−1](X − xi). On a

P = Xn−1 +
n−1∑
k=1

pk.X
k−1

On ajoute alors à la dernière colonne la somme despk.ck pourk ∈ [1, n − 1] avecck
la colonnek. Sur la dernière colonne, on a maintenant seulement des0, sauf pour la
dernière ligne où l’on aP (xn).

Par récurrence, on en déduit le résultat annoncé.ut

2.5.4 Déterminant d’une matrice de permutation

Définition 133 (Matrice d’une permutation) On appellematrice de la per-
mutation σ ∈ σn la matriceM de type(n, n) définie parMi,j = δi,σ(j).

Proposition 134 Le déterminant de la matrice de la permutationσ est égal à
la signature de la permutationε(σ).

Démonstration : Il suffit de revenir à la définition du déterminant d’une famille
de vecteurs dans une base, et de voir qu’il n’y a qu’une permutation qui n’annule pas
le produit correspondant dans la formule.ut

2.5.5 Déterminant circulant droit

Définition 135 On appellematrice circulante associé aun-uple (x1, ..., xn)
la matriceM définie parMi,j = xj−i (modulon) , c’est à dire

x1 x2 x3 . . . xn

xn x1 x2
... xn−1

xn−1 xn x1
... xn−2

...
...

...
...

...
x2 x3 x4 . . . x1



On trouvera la définition d’une matrice circulante droite en4.7.
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Proposition 136 Cn = Πi=1..nP (yi) avecP (X) =
∑n−1
i=0 xi.X

i−1 et yi =
e

2.i.Π
n .

Démonstration : On noteYi le vecteur(y0
i , ..., y

n−1
i ).

On constate queM.Yi = P (yi).Yi.
On noteY la matrice dont les vecteurs colonnes sontY0, ..., Yn−1.
On a alorsM.Y = M.diag(P (y0), ..., P (yn−1)).
Donc comme le déterminant deM est non nul (voir2.5.3), le déterminant deY est
Πi=1..nP (yi).ut

Quand même, il fallait y penser, à multiplier par la transposée de la matrice de Van-
dermonde associée aux racinesn-ièmes de l’unité...

On définit de même les matrices circulantes gauche, dont on calcule le déterminant
en utilisant une permutation bien choisie sur les lignes...

2.5.6 Déterminant deMi,j = inf{i, j}
Le déterminant est le suivant :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
1 2 2 . . . 2
1 2 3 . . . 3
...

...
... . . .

...
1 2 3 . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Puisqu’on peut à volonté sans changer le déterminant ajouter à une colonne une

combinaison linéaire des autres colonnes, on peut en particulier soustraire à une co-
lonne la colonne précédente ; on obtient alors le déterminant plus facile :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 . . . 0
1 1 0 0 . . . 0
1 1 1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
1 . . . . . . . . . . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ce déterminant est donc égal à1.
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2.6 Zoologie de l’algèbre bilinéaire

2.6.1 Procédé d’orthogonalisation de Gauss

Théorème 137 (Orthogonalisation de Gauss)SoitE unK-espace vectoriel
de dimension finien, et q une forme quadratique surE. Alors, avecr le rang
de q, il exister formes linéaires indépendantes surE, f1,...,fr tels queq =∑r
i=1 f

2
i .

Démonstration : Il s’agit simplement d’opérations sur les lignes et les colonnes ;
voir la méthode de Gauss,245.ut
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Chapitre 3

Espaces préhilbertiens et
espaces de Hilbert

3.1 Espaces préhilbertiens réels

Il est recommandé de lire au préalable la partie2.4et la partie??.

Définition 138 Etant donnéE un R-espace vectoriel , on appelleproduit
scalaire euclidien surE une application< .|. > deE2 dansR telle que :
• < .|. > est bilinéaire
• < x|y >=< y|x > pour toutx et touty
• ∀x 6= 0 < x|x >> 0 (i.e. la forme quadratique associée àφ est une forme
bilinéaire définie positive)

On appelleespace préhilbertien réelunR-espace vectoriel muni d’un produit
scalaire euclidien.
Un sous-espace vectorielF d’un espace préhilbertien réelE muni d’un pro-
duit scalaire euclidien, muni de la restriction du produit scalaire euclidien à
F , est appeléesous-espace préhilbertiendeE (c’est un espace préhilbertien).

Etant donné un produit scalaire euclidien< .|. >, on définit unenorme eucli-
dienne; il s’agit de l’applicationx 7→ ‖x‖ =

√
< x|x >. On verra plus loin

qu’il s’agit d’une norme (facile au vu des résultats de la partie2.4).

On n’a à aucun moment imposé que la dimension soit finie.

Un produit scalaire euclidien sur unR-espace vectoriel est donc une forme bili-
néaire symétrique associée à une forme quadratique définie positive.

Exemples :
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• Le produit scalaire euclidien canoniquesurRn est défini par

(x|y) =
∑
i∈[1,n]

xi.yi.

• Le produit scalaire euclidien canoniquesur le sous-ensemble deRN des suites
sommables (i.e. des(un)n∈N telles que

∑
n∈N |un| converge) est défini par

< (un)n∈N|(vn)n∈N >=
∑
n∈N

un.vn.

Il est important de rappeler le théorème109et le corollaire112. Ils stipulent que :
• < x|y >2≤< x|x > . < y|y > (inégalité de Schwartz)
• | < x|y > | ≤ ‖x‖.‖y‖ (inégalité de Schwartz, en passant à la racine)
• ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (inégalité de Minkowski = inégalité triangulaire)
• Le produit scalaire est continu (conséquence de Schwartz)

La notation< x|y > peut être remplacée par(x|y),< x, y >, (x, y), ou même
x.y.
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3.2 Espaces préhilbertiens complexes

Définition 139 Une application d’unC-espace vectorielE dans unC-espace
vectorielF est ditesemi-linéairesi
• ∀(x, y) ∈ E2 f(x+ y) = f(x) + f(y)
• ∀(x, λ) ∈ E × C f(λ.x) = λf(x)
Une application semi-linéaire est unsemi-isomorphismesi et seulement si
elle est semi-linéaire et bijective.
Uneforme semi-linéaireest une application semi-linéaire d’unC-espace vec-
toriel dansC.
Etant donnésE etF desC-espace vectoriel une applicationφ deE × F est
dite forme sesquilinéairesurE × F si
• ∀x l’application y 7→ φ(x, y) est une forme linéaire surF
• ∀y l’application x 7→ φ(x, y) est une forme semi-linéaire surE
Une forme sesquilinéaire surE × E est ditehermitienne lorsque en outre
∀(x, y) ∈ E2 φ(x, y) = φ(y, x).
Une forme sesquilinéaire hermitienneφ surE2 est diteproduit scalaire her-
mitien sur E si ∀x ∈ E \ {0} φ(x, x) ∈ R+

∗ . On note généralement alors
< x|y >= φ(x, y)
Etant donné un produit scalaire hermitien< .|. >, on définit unenorme her-
mitienne ; il s’agit de l’application x 7→ ‖x‖ =

√
< x|x >. On verra plus

loin qu’il s’agit d’une norme.
On appelleespace préhilbertien complexeunC-espace vectoriel muni d’un
produit scalaire hermitien. Un sous-espace vectorielF d’un espace préhilber-
tien complexeE muni d’un produit scalaire hermitien, muni de la restriction
du produit scalaire hermitien àF , est appeléesous-espace préhilbertiende
E (c’est un espace préhilbertien).

On n’a à aucun moment imposé que la dimension soit finie.

La notation< x|y > peut être remplacée par(x|y),< x, y >, (x, y), ou même
x.y.

Remarquons que le fait que pour une forme sesquilinéaire hermitienneφ on ait
∀x φ(x, x) ∈ R découle du fait queφ est hermitienne ; il suffit de vérifier queφ(x, x) >
0.

Une forme linéaire n’est pas nécéssairement une forme semi-linéaire

Une forme semi-linéaire n’est pas nécéssairement une forme linéaire
Une forme sesquilinéaire est donc semi-linéaire par rapport à la première variable

et linéaire par rapport à la seconde.

Exemples : SurCn le produit scalaire hermitien canonique est défini par< x|y >=∑
i=1..n xi.yi.

Les inégalités de Schwartz et de Minkowski montrées dans la partie2.4 sont va-
lables ici aussi ; mais la démonstration, basée sur la bilinéarité et utilisant les formes
quadratiques, n’est plus valable.
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Lemme 140 (Egalité utile)

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2.Re(< x|y >)

avecRe(u) la partie réelle deu.

Démonstration : Evidente, en utilisant< x|y >= < y|x >.ut

Théorème 141 (Inégalité de Cauchy-Schwartz)Dans un espace préhilber-
tien complexe

∀(x, y) ∈ E2 | < x|y > | ≤ ‖x‖.‖y‖

Il y a égalité si et seulement si la famille est liée.

Démonstration : Soit θ l’argument de< x|y >, alors pour toutt réel, au vu du
lemme140:

‖t.eiθ.x+ y‖2 = t2.‖x‖2 + ‖y‖2 + 2.t.| < y|x > |

On en déduit donc que le discriminant det 7→ t2.‖x‖2 + ‖y‖2 + 2.t.| < y|x > |
est négatif ou nul, ce qui donne l’inégalité annoncée. Le cas d’égalité est le cas où le
discriminant est nul.ut

Corollaire 142 (Inégalité de Minkowski) Dans un espace préhilbertien
complexe

∀(x, y) ∈ E2 ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

Il y a égalité siy = λ.x oux = λ.y avecλ > 0.

Démonstration : Par le lemme140, on a

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2.Re(< x|y >)

≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2.| < x|y > |

(par Cauchy-Schwartz ci-dessus)

= (‖x‖+ ‖y‖)2

D’où le résultat. Le cas d’égalité se montre facilement...ut
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Proposition 143 Dans le cas euclidien, retrouver le produit scalaire à partir
de la norme était facile ; dans le cas hermitien c’est un peu plus compliqué :

< x|y >=
1
4

(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 − i‖x+ i.y‖2 + i.‖x− i.y‖2)

=
1
4

(
3∑

n=0

e−2.i.π.n/4‖x+ e2.i.π.n/4.y‖)

La dernière ligne est un bon moyen mnémotechnique, mais il faut bien penser
que l’on a un signe moins dans le coefficient de l’exponentiel en dehors de‖.‖ et un
signe plus à l’intérieur.

3.3 Espaces préhilbertiens

On se place ici dans le cadre deE espace préhilbertien, réel ou complexe. On ne
suppose absolument pasE de dimension finie.

Définition 144 x ety appartenant àE sont ditsorthogonauxsi< x|y >=<
y|x >= 0.
Deux partiesX etY deE sont ditesorthogonalessi x et y sont orthogonaux
pour tout(x, y) dansX × Y .

On appelleorthogonal d’une partieX et on noteX⊥ l’ensemble desy tels
que< x|y >= 0 pour toutx dansX.

Une famille(xi)i∈I est diteorthogonalesi i 6= j →< xi|xj >= 0.

Une famille(xi)i∈I est diteorthonormale si< xi|xj >= δi,j .

Remarques :
• < x|y >= 0 ⇐⇒ < y|x >= 0
• toute partie est orthogonale à son orthogonal
• Etant donnéF un sous-espace vectoriel deE, la somme deF et deF⊥ est toujours
directe,maisnon nécéssairement égale àE
• Pour toute partieX, X⊥ est un sous-espace vectoriel fermé deE (car c’est une in-
tersection de fermés, par définition)

Ne pas confondre "être orthogonal à" et "être l’orthogonal de".
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Proposition 145 Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Démonstration : Supposons donnée une combinaison linéaire nulle
∑
i λixi, et

considérons le produit scalaire avecxi0 . On en déduit immédiatement queλi0 est nul.
D’où le résultat.ut

Proposition 146 (Orthogonalité et espaces supplémentaires)• Si F et G
sont supplémentaires, alorsF etG sont orthogonaux si et seulement siG est
l’orthogonal deF .

• SiF etF⊥ sont supplémentaires, alorsF⊥
⊥ = F .

Démonstration : En exercice !ut

On va maintenant considérer quelques résultats de géométrie :

Théorème 147 (Théorème de Pythagore)• Si lesxi sont une famille finie
orthogonale alors‖

∑
i xi‖

2 =
∑
i ‖x‖

2.

Démonstration : Evident par récurrence.ut

On note que dans le cas d’un espace préhilbertien réel,‖x‖2 + ‖y‖2 = ‖x + y‖
équivaut àx ety orthogonaux.

Pas valable dans le cas complexe !
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Proposition 148 (Quelques résultats de géométrie)• Formule du triangle :

‖y − z‖2 = ‖y − x‖2 + ‖z − x‖ − 2.Re(< z − x|y − x >)

• Formule de la médiane :

‖y − z‖2 + 4‖x− 1
2

(y + z)‖2 = 2.‖x− y‖2 + 2.‖x− z‖2

• Formule du triangle pour un espace préhilbertien réel :

‖y − z‖2 = ‖y − x‖2 + ‖z − x‖ − 2 < z − x|y − x >

• Formule du parallélogramme, pour un espace préhilbertien réel :

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2)

Démonstration : Facile, facile ; il suffit de développer. Illustration en figure3.1.ut

Théorème 149• Dans un espace préhilbertienE de dimension finie, tout
sous-espace vectorielF est supplémentaire à son orthogonal, ieE = F ⊕F⊥.
On a alorsdim E = dim F + dim F⊥.
• Tout espace préhilbertien de dimension finie admet une base orthonormale.
• Dans un espace préhilbertien de dimension finie, toute famille orthonormale
peut être complétée en une base orthonormale.
• SiF est un sous-espace vectoriel deE, avecE espace préhilbertien, etF est
de dimension finie, alors on aE = F ⊕ F⊥.

Démonstration : Pour le premier• , on considère l’applicationf qui àx dansE
associe(< u1|x >,< u2|x >,< u3|x >, ..., < up|x >). Le noyau estF⊥, le rang
est≤ à la dimension deF . Doncdim F⊥ ≥ dim E − dim F , doncE = F ⊕ F⊥
(rappelons qu’il est toujours vrai queF ∩ F⊥ = {0}). On a donc biendim F⊥ +
dim F = dim E.

Pour le second• , on raisonne par récurrence. PourE préhilbertien de dimension
≤ 1, le résultat est évident. Il suffit ensuite de considérer un vecteur quelconqueen de
E de norme1, et une base(e1, ..., en−1) de(K.u)⊥. (e1, ..., en) convient.

Le troisième• est immédiat ; il suffit de considérerF engendré par la famille ortho-
normale(e1, ..., ep) considérée, et une base(ep+1, ..., en) deF⊥, réunie en(e1, ..., en),
base orthonormale deE.

Le quatrième• est un peu plus long :
- on considère une base(e1, ..., ep) orthonormale deF .
- on considère l’applicationf qui àx associe

∑
i=1p < ei|x > ei.

- ∀x ∈ E x = f(x)︸︷︷︸
∈F

+ (x− f(x))︸ ︷︷ ︸
∈F⊥

D’où le résultat.ut
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FIG. 3.1 – Illustrations de la formule de la médiane, du parallélogramme. Les coef-
ficients attribués servent de moyen mnémotechnique ; en sommant les carrés des lon-
gueurs indiquées, pondérées par leur coefficient, on obtient zéro.

3.4 Espaces de Hilbert

Définition 150 On appelleespace de Hilbertun espace préhilbertien com-
plet.
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3.4.1 Projection dans un espace de Hilbert

Définition 151 SoitH un espace de Hilbert, etE une partie convexe fermée
non vide deH. Alors étant donnéx appartenant àH on appelleprojeté de
x sur E un élémenty deE tel que‖x − y‖ soit minimal, c’est-à-direy =
argminz∈E‖z − x‖.
Un isomorphisme d’espaces de Hilbertest un isomorphisme entre les espaces
vectoriels sous-jacents qui préserve la norme et le produit scalaire.

Théorème 152Le projeté dex surE existe et est unique, ety dansE est le
projeté dex surE si et seulement si pour toute dansE Re(< e− y|x− y >
) ≤ 0.

Il est clair que dans le cas d’un espace de Hilbert réel, on pourrait simplement for-
muler< e− y|x− y >< 0.

Démonstration : • Existence d’un projeté dex surE.
On se donne une suiteyn telle que‖x− yn‖ tende vers la distanced entrex etE.
Par la formule de la médiane appliquée aux pointsyn, ym etx, on a alors

‖ym − yn‖2 = 2.(‖x− yn‖2 + ‖x− ym‖2)− 4.‖x− 1
2

(yn + ym)‖2

par convexité deE on a alors1
2 (yn + ym) ∈ E et donc

‖x− 1
2

(yn + ym)‖2 ≥ d2

et donc
‖ym − yn‖2 → 0

Donc la suiteyn est de Cauchy, donc par complétude deH elle converge. Sa limitey
est dansE parce queE est fermé.
• Supposons quey est dansE et que pour toute dansE Re(< y − e|y − x >) ≤ 0.
Alors pour toute dansE on a

‖x− e‖2 = ‖x− y‖2 + ‖e− y‖2 − 2.Re(< e− y|x− y >)

On obtient d’un coup d’un seul quey est la borne inf, et quey est unique (car s’il y a
égalité,‖e− y‖ = 0).
• Supposons maintenant quey soit un projeté dex sur E, et montrons queRe(<
e− y|x− y >) ≤ 0 pour toute dansE.
On a :

‖x− e‖2 = ‖x− y‖2 + ‖e− y‖2 − 2.Re(< e− y|x− y >)

et donc

Re(< e− y|x− y >) =
1
2

(‖x− e‖2 − ‖x− y‖2 + ‖e− y‖2)

57



par définition dey, on a‖x− e‖2 − ‖x− y‖2 ≤ 0, et donc

Re(< e− y|x− y >) ≤ 1
2

(‖e− y‖2)

valable pour toute.
On se donne maintenantz dansE, et on considèree = t.z + (1 − t).y. L’inégalité
précédente s’écrit alors

Re(< t.z − t.y|x− y >) ≤ 1
2

(‖t.z − t.y‖2)

et donc

Re(< z − y|x− y >) ≤ t

2
‖z − y‖

En faisant tendret vers0, on en déduit

Re(< z − y|x− y >) ≤ 0

La preuve est ainsi complète.ut

Corollaire 153 Dans tout ensemble non vide fermé convexe il existe un unique
élément de norme minimale.

Proposition 154 • Le projeté dex sur un sous-espace vectoriel ferméE (qui
est évidemment convexe) est le pointy tel quey − x est orthogonal àe − x
pour toute dansE.
• Soit(xi)i∈[1,n] une famille orthonormale ; alors l’espace vectoriel engendré
par lesxi est fermé (car il y en a un nombre fini, voir le corollaire??), convexe.
La projection sur ce sous-espace vectoriel deH est l’application qui àx asso-
cie
∑
i∈[1,n] < xi|x > .xi.

On a alors‖x‖2 =
∑
i | < xi|x > |2 +‖x− y‖2 avecy =

∑
i∈[1,n] < xi|x >

.xi.
• ‖x‖2 ≥

∑
i < xi|x >2 (inégalité de Bessel).

Démonstration : Exercice facile, utilisant les résultats que l’on vient de voir dans
le théorème précédent...ut

Définition 155 SoitE un sous-espace vectoriel fermé deH. On appellepro-
jection orthogonale surE l’application qui àx dansH associe son projeté
surE ; il s’agit d’un projecteur, et la symétrie associée à ce projecteur est ap-
peléesymétrie orthogonale par rapport àE (voir1.3.2).

La projection orthogonale surE est en fait la projection surE suivantE⊥.
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3.4.2 Bases hilbertiennes

Définition 156 (Base hilbertienne)On appelle base hilbertienne d’un espace
de HilbertH une famille(xi)i∈I telle que :
• la famille desxi est orthonormale
• pour toutx dansH x =

∑
i∈I < xi|x > xi

La seconde condition est une somme éventuellement infinie, en fait il s’agit d’une
famille sommable, i.e. pour toutε il existeJ fini inclus dansI, tel que pour toutK fini
compris entreJ et I la somme surK des< xi|x > .xi est à une distance< ε dex.

Théorème 157• Une famille orthonormale(xi)i∈I est une base hilbertienne
si et seulement si le sous-espace vectoriel engendré par lesxi est dense dans
H.
• (Relation de Parseval) Une famille orthonormale(xi)i∈I est une base hil-
bertienne si et seulement si

∑
i∈I | < xi|x > |2 = ‖x‖2.

La relation du deuxième• est appeléerelation de Parseval.

Démonstration : • Supposons le sous-espace vectorielE engendré par lesxi
dense dansH. Alors il existey dansE tel que‖x − y‖ ≤ ε, et y =

∑
λixi. On

en déduit que la famille est une base hilbertienne.
•Si la relation de Parseval est vérifiée, alors le sous-espace vectoriel engendré est dense
dansH, comme on le voit en considérant une sous-famille deI suffisamment vaste.
• Si on suppose que la famille est une base hilbertienne, alors la relation de Parseval
est vérifiée, au vu des résultats de la proposition154.ut

Attention ! Une base hilbertienne n’est pas nécéssairement une base au sens
des espaces vectoriels !

Théorème 158• Une famille orthonormale(xi)i∈I est une base hilbertienne
si et seulement si pour toutx et touty on a< x|y >=

∑
i < xi|x > . <

xi|y >.
• Une famille orthonormale(xi)i∈I est une base hilbertienne si et seulement
si elle est maximale pour l’inclusion.

Démonstration : Pas très dur, dans le même style que le théorème précédent, j’ai
pas la patience de détailler...ut

La proposition suivante permet de se ramener à une forme plus "visuelle" des es-
paces de Hilbert.
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Théorème 159 (Riesz-Fischer - Isomorphisme sur unl2) SoitH un espace
de Hilbert, et(xi)i∈I une base hilbertienne deH. Alors l’applicationx 7→ (<
xi|x >)i∈I est un isomorphisme deH sur l2(I).

Démonstration : • L’applicationφ = x 7→ (< xi|x >)i∈I est bien à valeurs dans
l2(I), vu la relation de Parseval (théorème157).
• φ est linéaire, conserve la norme.
• φ conservant la norme,φ est injective.
• φ conservant la norme,φ conserve les distances, et donc son image est un sous-espace
vectoriel complet, donc fermé del2(I).
• φ(xi) est la fonction caractéristique du singletoni ; or les combinaisons linéaires de
ces fonctions sont denses dansl2(I), doncφ(H) est dense.
• φ(H) est dense et fermé, donc il est égal àl2(I).
• Le produit scalaire est continu, donc le fait qu’il soit conservé sur lesxi suffit à mon-
trer qu’il est conservé partout.ut

Un résultat utérieur donnera toute sa puissance à ce résultat, en montrant que tout
espace de Hilbert possède une base hilbertienne.

Il ne s’agit pas d’un isomorphisme ramenant tous les espaces de Hilbert possédant
une base à un seul, carI peut avoir des cardinaux différents.

Lemme 160 SoitH un espace de Hilbert . SoitE un sous-espace vectoriel
fermé deH. SiE n’est pas égal àH, alors il existex dansH de norme1
orthogonal àE.

Démonstration : Il suffit de considérerx − y, pourx ∈ Ec et y projeté dex sur
E.ut

Théorème 161Tout espace de Hilbert possède une base hilbertienne .

Nécéssite l’usage de l’axiome du choix !

Démonstration : On considère l’ensemble des familles orthonormales, munies de
l’inclusion. Il s’agit bien d’un ensemble inductif (si l’on considère une chaîne de fa-
milles orthonormales, leur réunion est bien un majorant), et donc par le lemme de Zorn
(voir le lemme??) il admet un élément maximal. On considère l’adhérence du sous-
espace vectoriel engendré par cette famille, et si l’on n’obtient parH lui-même, on
applique le lemme160, et on contredit la maximalité de notre famille orthonormale.ut
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Corollaire 162 (Corollaire des deux théorèmes précédents)Tout espace de
Hilbert est isomorphe àl2(I) pour un certainI.

Rappelons queL(E,F ) désigne l’ensemble des applications linéaires continues de
E dansF , avecE etF des espaces vectoriels , et que pourE unK-espace vectoriel on
noteE′ le dual topologique deE, c’est à direL(E,K).

Théorème 163SoitH un espace de Hilbert réel (resp. complexe). Alors l’ap-
plicationφ : H → H ′, x 7→ φ(x) = (y 7→< x|y >) est une bijection linéaire
(resp. semi-linéaire).

Démonstration : • La linéarité (resp. semi-linéarité) est claire.
• L’injectivité n’est pas bien difficile ; il suffit de voir que siφ(x) = φ(y), alors pour
tout z < x|z >=< y|z >, et on conclut en considérant une base hilbertienne, ou bien
en considérant< x− y|x− y >=< x|x− y > − < y|x− y >= 0...
• La surjectivité est plus intéressante. Soitf une forme linéaire continue surH, autre
que la forme linéaire nulle. Son noyau est un sous-espace vectoriel ferméE deH. On
considèreF l’orthogonal deE ; E etF sont en somme directe, carE est de codimen-
sion1 en tant que noyau d’une forme linéaire, etF est de dimension au moins1 (voir
lemme160), et bien sûrE ∩ F . On considère alorsy dansF , non nul, etx = f(y)

‖y‖2 .y.

On vérifie queφ(x) = f surF , surE, et donc surH tout entier.

Proposition 164 (Procédé d’orthonormalisation de Schmidt)Etant donnée
une famille(xi)i∈[0,N [ avecN ∈ N ∪ {+∞} libre deH (H espace de Hilbert
), il existe une famille(yi)i∈[0,N [ orthonormale telle que le sous-espace vecto-
riel engendré par(yi)i∈[1,k] soit égal au sous-espace vectoriel engendré par
(xi)i∈[1,k] pour toutk < N .

Démonstration : Il suffit de procéder comme suit :

y0 = x0/‖x0‖

et pourn > 0
zn = xn −

∑
i=0..n−1

< yi|xn > .yi

et
yn = zn/‖zn‖

Et ça marche tout seul.ut
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Exemple Maple

Ci-dessous une implémentation dans le cadre des polynômes orthogonaux (voir
partie??).
> scalaire := (f, g)− > int(f ∗ g, t = 0..1);
> norme := f− > sqrt(scalaire(f, f));
>
N := 3;x := array(0..N); for i from 0 by 1 to N do x[i] := ti; od; y :=
array(0..N); z := array(0..N);
> y[0] := x[0]/norme(x[0]); for i from 1 by 1 to N do z[i] :=
x[i]; for j from 0 by 1 to (i − 1) do z[i] := z[i] − scalaire(x[i], y[j]) ∗
y[j]; od; y[i] := simplify(z[i]/norme(z[i])); od;
> A := linalg[matrix](N + 1, N +
1); for i from 0 by 1 to N do for j from 0 by 1 to N do A[i+ 1, j + 1] :=
simplify(scalaire(y[i], y[j])); od; od; evalm(A);

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


(une partie des réponses de Maple est supprimée par économie de place)

Proposition 165 SiN < +∞ alors la matrice de passage de la base desyi à
la base desxi est triangulaire de déterminantΠi=1..n < xi|yi >.

Démonstration : Il suffit de voir queP(yi),(xi) =< xi|yj >. ut

3.4.3 Quelques utilisations des espaces de Hilbert

On pourra aller voir par exemple le théorème?? (une version de théorème de point
fixe). La partie??, au niveau des séries de Fourier, donne une application très classique
des espaces de Hilbert et des bases hilbertiennes.
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3.5 Espaces euclidiens

3.5.1 Les bases

Définition 166 (Espace euclidien)On appelleespace euclidienun espace
préhilbertien réel de dimension finie non nulle.
Un endomorphisme d’un espace euclidien est ditorthogonal si l’image d’une
certaine base orthonormale est une base orthonormale.
On appellesimilitude d’un espace euclidien un endomorphisme égal à la com-
posée d’une homothétie (i.e. une application du typeE → E, x 7→ λ.x) et d’un
automorphisme orthogonal.
On appellerapport d’une similitude le rapport d’une homothétie de la décom-
position de cette similitude en une homothétie et un automorphisme (le rapport
est unique).

Un espace euclidien est donc en particulier est espace préhilbertien et un espace
de Hilbert ; on pourra donc consulter la partie3 et plus spécialement la partie3.4pour
avoir les bases.

Proposition 167 • L’image de toute base orthonormale par un endomor-
phisme orthogonal est une base orthonormale.
• Un endomorphisme est orthogonal si et seulement si sa matrice
dans une base orthonormaleest une matrice orthogonale.
• Un espace euclidien est un espace de Hilbert.
• Rn muni du produit scalaire euclidien canonique (i.e.< x|y >=∑
i∈[1,n] xi.yi) est un espace euclidien.

• Un espace euclidien est isomorphe àRn muni du produit scalaire euclidien
canonique pour un certainn.

Démonstration : Un espace euclidien est de dimension finie, en dimension finie
toutes les normes sont équivalentes, donc l’espace est isomorphe au sens des espaces
vectoriels normés àRn muni d’une norme usuelle et est donc complet. Donc c’est un
espace de Hilbert. Donc il admet une base orthonormale. Le tour est joué.ut

SoitE un espace euclidien,n sa dimension.
Les résultats suivants sont trop faciles pour valoir une démonstration (notez toutefois
qu’ils n’apparaissent faciles qu’au vu des parties précédentes) :
• L’applicationx 7→ (y 7→< x|y >) est un isomorphisme deE surE∗.
• Toute forme linéaire surE s’écrit< x|. > pour un certainx deE.
• Il existe une base orthonormale deE, qui est d’ailleurs une base hilbertienne aussi.
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Définition 168 Il y a plusieurs notions d’anglesà définir :
On définit l’angle entre deux vecteurs non nulsx ety comme étant le réelθ de
[0,Π] tel quecos(θ) = <x|y>

‖x‖.‖y‖ .
On définit l’angle entre deux droites par l’angle entre un vecteur d’une base
de l’une et un vecteur d’une base de l’autre.
On définit l’angle entre deux hyperplans comme l’angle entre les droites qui
leurs sont orthogonales.
On définit l’angle entre une droite et un hyperplan comme l’angle entre la
droite et la droite orthogonale à l’hyperplan.
On dit que deux sous-espaces vectoriels deE sontperpendiculairess’ils sont
orthogonaux.

Proposition 169 Un endomorphisme est une similitude si et seulement si les
deux conditions suivantes sont vérifiées :
• il est bijectif
• il conserve l’écart angulaire

Démonstration : Il est très facile de vérifier qu’une similitude vérifie bien les deux
propriétés annoncées.

Réciproquement, supposons les deux propriétés vérifiées par un endomorphismef .
Alors :
• Considérons l’applicationg : x 7→ ‖f(x)‖

‖x‖ , pourx non nul.
• Conservant l’écart angulaire, l’applicationf conserve aussi l’orthogonalité.
• Etant donnésx ety distincts,z = y − <x|y>

‖x‖2 x est orthogonal àx.

• f(z) est donc orthogonal àf(x).
• En développant< f(x)|f(z) > puis en factorisant par< x|y > ‖f(x)‖

‖x‖ , on
obtient queg(x) = g(y).
• g est donc constante, égale àµ.
• 1
µf conserve donc la norme, et donc est orthogonal d’après la proposition172.

Par définition,f est donc une similitude.ut

La preuve ci-dessus montre qu’en fait suffisant qu’un endomorphisme bi-
jectif conserve l’orthogonalité pour qu’on puisse conclure qu’il s’agit d’une similitude.

3.5.2 Endomorphisme adjoint

Théorème 170Pour tout endomorphismef d’un espace euclidienE, il existe
un et un seul endomorphismef∗ tel que pour toutx et tout y de E, <
f(x)|y >=< x|f∗(y) >.
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Démonstration : • Existence et unicité def∗ : pour touty, l’applicationx 7→<
f(x)|y > est une forme linéaire ; donc par l’isomorphisme décrit plus haut entreE et
son dual il existe un uniquef∗(y) tel que pour toutx < f(x)|y >=< x|f∗(y) >.
• Linéarité def∗ : soit

< f(x)|λ1.y1 + λ2.y2 >= λ1. < f(x)|y1 > +λ2. < f(x)|y2 >

= λ1. < x|f∗(y1) > +λ2. < x|f∗(y2) >

=< x|λ1.f
∗(y1) > + < x|λ2.f

∗(y2) >

=< x|λ1.f
∗(y1) + λ2.f

∗(y2) >

pour toutx et donc

f∗(λ1.y1 + λ2.y2) = λ1.f
∗(y1) + λ2.f

∗(y2)

ce qui conclut la preuve.ut

Définition 171 • f∗ est appeléendomorphisme adjointdef .
• f est ditorthogonal si f∗.f = f.f∗ = Id.
• f est ditsymétriquesi f∗ = f .
• On noteS(E) l’ensemble des endomorphismes symétriques deE.
• f est ditantisymétrique si f∗ = −f .
• On noteA(E) l’ensemble des endomorphismes antisymétriques deE.
• On appellegroupe orthogonal deE et on noteO(E) l’ensemble des en-
domorphismes orthogonaux deE ; c’est un sous-groupe deGL(E), ensemble
des automorphismes deE.
• On appellegroupe spécial orthogonal deE et on noteSO(E) l’ensemble
des endomorphismes orthogonaux deE de déterminant1 ; c’est un sous-
groupe deO(E).

Quelques propriétés faciles deE euclidien :
• Un endomorphisme est orthogonal si et seulement si son adjoint l’est.
• L’application f 7→ f∗ est un endomorphisme deL(E) ; c’est un endomorphisme
involutif, c’est à dire quef∗∗ est égal àf .
•Ker f∗ = (Im f)⊥

• Im f∗ = (Ker f)⊥

•Ker f = (Im f∗)⊥

• Im f = (Ker f∗)⊥

• (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗
•MatB(f∗) =t MatB(f)
• f est diagonalisable⇐⇒ f∗ est diagonalisable.
• si f est inversible, alorsf∗ aussi et(f∗)−1 = (f−1)∗.
• F sous-espace vectoriel deE est stable parf si et seulement siF⊥ est stable parf∗.
• Un endomorphisme et son adjoint ont même polynôme caractéristique.
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A peine plus dur :

Proposition 172 • Un endomorphisme est orthogonal si et seulement si il
conserve le produit scalaire.
• Un endomorphisme est orthogonal si et seulement si il conserve la norme.

Démonstration : Il est vite vu que les conditions en question sont équivalentes
entre elles, car la norme s’exprime en fonction du produit scalaire, et le produit scalaire
en fonction de la norme ; le calcul est facile. On va donc se contenter de montrer les
deux implications suivantes :
• Si f est orthogonal, alorsf conserve la norme : évident car

‖x‖2 =< f(x)|f(x) >=< x|f−1(f(x)) >=< x|x >= ‖x‖2

• Si f conserve le produit scalaire, alorsf est orthogonal :
- f est injectif puisqu’il conserve la norme
- on est en dimension finie, doncf est inversible
- < f(x)|y >=< f(x)|f(f−1(y)) >=< x|f−1(y) > et doncf−1 = f∗.ut

On peut aussi noter le résultat amusant suivant :

Proposition 173 • Une application deE dansE avecE euclidien conservant
le produit scalaire est linéaire.
• Une application deE dansE avecE euclidien conservant la norme est
linéaire.

Démonstration : • Il suffit de développer‖f(λ.x + µ.y) − λ.f(x) − µ.f(y)‖ et
de calculer un peu.
• Un peu de calcul sur les formules liant produit scalaire et norme suffit...ut

Corollaire 174 f est orthogonal si et seulement si l’image d’une base ortho-
normale est une base orthonormale.
L’image d’une base orthonormale par un endomorphisme orthogonal est une
base orthonormale.

Corollaire 175 Une application deE dansE avecE euclidien est une iso-
métrie si et seulement si c’est la composée d’une translation et d’un endomor-
phisme orthogonal.

Démonstration : Il est évident que la composée d’une translation et d’un endo-
morphisme orthogonal est une isométrie. Réciproquement, on procède comme suit :
• On se donnef une isométrie deE dansE
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• On considèreg = (x 7→ x− f(0) ◦ f
• On montre queg conserve la norme
• On conclut par la proposition173.ut

Quelques propriétés faciles des endomorphismes orthogonaux, utilisant les résul-

tats ci-dessus ;

Proposition 176 Soitf ∈ O(E) :
• Le spectre def est inclus dans{−1, 1}
• Le déterminant def est−1 ou1
• F est stable parf ⇐⇒ F⊥ est stable parF • Un endomorphisme ortho-
gonal a toutes ses valeurs propres égales à1 ou−1
• Un endomorphisme orthogonal diagonalisable est une symétrie orthogonale
(voir1.3.2
• E = Im (f − I)⊕Ker (f − I)

Quelques résultats sur les endomorphismes symétriques et antisymétriques (E un
espace euclidien) :

Proposition 177 • Un endomorphisme est symétrique (resp. antisymétrique)
si et seulement si sa matrice dans une base orthonormaleest symétrique (resp.
antisymétrique)
• L’ensembleL(E) des endomorphismes deE est somme directe de l’ensemble
S(E) des endomorphismes symétriques et de l’ensembleA(E) des endomor-
phismes antisymétriques ;L(E) = S(E)⊕A(E).
• dim L(E) = n2 avecn = dim E
• dim S(E) = 1

2n.(n+ 1) avecn = dim E
• dim A(E) = 1

2n.(n− 1) avecn = dim E
• si f est un endomorphisme antisymétrique deE, alorsf ◦ f est un endomor-
phisme symétrique
• Un endomorphismef de E est antisymétrique si et seulement si∀x <
f(x)|x >= 0
• La seule valeur propre possible d’un endomorphisme antisymétrique est0
• L’image et le noyau def symétrique ou antisymétrique sont supplémentaires
orthogonaux
• Le rang d’un endormophisme antisymétrique est pair (en effet sa restriction
à son image est une bijection et est antisymétrique, donc il n’a pas de valeur
propre puisque0 n’est pas de valeur propre, donc le polynôme caractéristique
n’a pas de racine, donc l’image est de dimension paire)
• Les sous-espaces propres d’un endomorphisme symétrique sont supplémen-
taires et orthogonaux.
• Le polynôme caractéristique d’un endomorphisme symétrique est scindé sur
R (c’est à dire que la somme des multiplicités de ses racines surR est égal à
son degré).
• Un endomorphisme symétrique est diagonalisable dans une base orthonor-
male
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Démonstration : La seule chose qui justifie que l’on fasse une preuve est l’avant-
dernier point, qui entraîne le dernier.
• On se donnef un endomorphisme symétrique, etM sa matrice dans une base ortho-
normale.
• Soitλ une racine dansC du polynôme caractéristique deM .
• On peut trouver un vecteur colonneC (à coefficients complexesnon nuls) tel que
M.C = λ.C
• tX.M.X = λ.tX.X
• en conjuguant et en transposant on obtienttX.(τM).X = λ

t
X.X c’est à dire

tX.M.X = λ tX.X
• on a doncλ.tX.X = λ.tX.X
• tX.X est non nul doncλ ∈ R et c’est fini.ut

3.5.3 Orientation d’un espace euclidien

On pourra consulter au préalable la partie2.

Définition 178 On appelleespace euclidien orientéun couple(E,C) oùE
est un espace euclidien etC une classe d’équivalence sur l’ensemble des bases
deE pour la relation d’équivalenceR définie par

BRB′ ⇐⇒ det PB,B′ > 0

L’orientation de F sous-espace vectoriel de dimensionn − p de (E,C)
espace euclidien orienté de dimensionn suivant (e1, ..., ep) une base d’un
supplémentaire deF est l’espace euclidien orienté

(F, {(ep+1, ..., en)/(e1, ..., en) ∈ C})

(il s’agit d’un espace euclidien orienté)
On appellebase directede l’espace euclidien orienté(E,C) une base appar-
tenant àC.
On appellebase indirectede l’espace euclidien orienté(E,C) une base n’ap-
partenant pas àC.

Il n’y a que deux orientations possibles d’un même espace euclidien.

L’espace euclidien orienté usuel correspondant àR
n est donné par la base (directe

par définition)

((1, 0, ..., 0), (0, 1, 0, ..., 0), (0, 0, 1, 0, ..., 0), ..., (0, 0, ..., 0, 1, 0), (0, ..., 0, 1)).

Propriétés faciles : (E est un espace euclidien donné, de dimensionn)
• Si σ est une permutation paire (resp. impaire) et sie1, ..., en est une base deE es-
pace euclidien, alors(ei)i∈[1,n] et(eσ(i))i∈[1,n] sont dans la même classe d’équivalence
(resp. ne sont pas dans la même classe d’équivalence) (voir2.5.4pour en être complè-
tement convaincu).
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• Si (ei)i∈[1,n] et (fi)i∈[1,n] sont deux bases deE avecfi = f(ei) (f est donc un auto-
morphisme), alors les bases(ei)i∈[1,n] et(fi)i∈[1,n] sont dans la même classe d’équiva-
lence si et seulement sidet f > 0 (en effetf est alors l’endomorphisme de la matrice
de passage de la base desei à la base desfi.
• siB etB′ sont dans la même classe alorsdetB(.) = detB′(.).

Ceci permet d’introduire de nouvelles définitions :

Définition 179 On appelleproduit mixte d’un espace euclidien(E,C) de
dimensionn l’application detB pour une baseB ∈ C quelconque ; on le note
(x1, ..., xn) 7→ [x1, ..., xn] = detB(x1, ..., xn).
SiE est un espace euclidien de dimension3, alors étant donnésa et b dansE,
l’application qui àx dansE associe[a, b, x] est linéaire, donc elle est égale
à x 7→< c|x > pour un certainc ∈ E (voir le théorème163) ; on notea ∧ b
l’élémentc deE, et on l’appelleproduit vectoriel de a et b.

Le produit vectoriel n’est pas commutatif !

���������������
���������������
���������������
���������������

�������������
�������������
�������������
������������� ���������

���������
���������
���������
���������

�������
�������
�������
�������
�������

�����
�����
�����
�����
�����

���
���
���
���
���

���������������������
���������������������
���������������������
���������������������

	�	�	�	�	�	�	�	�	�	
	�	�	�	�	�	�	�	�	�	

�
�
�
�
�
�
�
�


�
�
�
�
�
�
�
�


���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������

Intuitivement, le produit mixte de(x1, ..., xn) est le volume algébrique
(lié à l’orientation) de{O + t1.x1 + t2.x2 + ... + tn.xn/(t1, ..., tn) ∈ [0, 1]n} (indé-
pendamment deO).
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Proposition 180 Propriétés du produit mixte et du produit vectoriel (celles
du produit mixte sont valables en toute dimension ; le produit vectoriel n’est
défini qu’en dimension3) (dans les deux cas rien n’est possible en dehors d’un
espace euclidien orienté) :
• a ∧ b ∈ V ect(a, b)⊥
• a ∧ b = −b ∧ a
• a ∧ b = 0 ⇐⇒ a et b sont liés
• (a, b) 7→ a ∧ b est bilinéaire
• (a, b) libre→ (a, b, a ∧ b) est une base directe
• Le produit mixte d’une base est non nul
• Le produit mixte d’une base directe est strictement positif
• Le produit mixte d’une base indirecte est strictement négatif
• Une famille est une base orthonormale directe si et seulement si son produit
mixte est1
•Une famille est une base orthonormale indirecte si et seulement si son produit
mixte est−1
• [f(x1), ..., f(xn)] = (det f)[x1, ..., xn]
• DansR3, le produit vectoriel de(x, y, z) par (x′, y′, z′) est égal à

(y.z′ − z.y′, z.x′ − x.z′, x.y′ −−y.x′)

moyen mnémotechnique : ce sont les cofacteurs de la troisième colonne dans
la matrice suivante :  x x′ ?

y y′ ?
z z′ ?


• (a ∧ b) ∧ c =< a|c > .b− < b|c > .a
• a ∧ (b ∧ c) =< a|c > .b− < a|b > .c
• SiE est euclidien orienté de dimension3, alors l’applicationφ deE dans
L(E) définie parφ(x) = (y 7→ x ∧ y) est à valeurs dans l’ensemble des
endomorphismes antisymétriques deE ; en restreignant l’espace d’arrivée à
l’ensemble des endomorphismes antisymétriques deE c’est un isomorphisme
deE.

La matrice deφ(u) avecu = (x, y, z) est

 0 −z y
z 0 −x
−y x 0

 dans la même

base.

Toutes ces propriétés s’obtiennent facilement en considérant simplement la défini-
tion du produit mixte ou du produit vectoriel.
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Proposition 181 (Identité de Lagrange)

‖a ∧ b‖2 = ‖a‖2.‖b‖2− < a|b >2

Démonstration : On supposea et b libres, sinon le résultat est clair par Cauchy-
Schwartz (voir la partie3.1).

[a, b, a∧b]2 =

∣∣∣∣∣∣
< a|a > < a|b > 0
< a|b > < b|b > 0

0 0 < a ∧ b|a ∧ b >

∣∣∣∣∣∣ = ‖a∧b‖2.(‖a‖2.‖b‖2− < a|b >2)

mais on a aussi
[a, b, a ∧ b]2 =< a ∧ b|a ∧ b >2= ‖a ∧ b‖4

D’où le résultat désiré.ut

Corollaire 182
‖a ∧ b‖ = ‖a‖ × ‖b‖ × sin(θ)

avecθ l’écart angulaire entrea et b.

Maintenant quelques propriétés un peu plus difficiles.

Proposition 183

[x1, ..., xn]2 = det(< xi|xj >(i,j)∈[1,n]2)

Démonstration : On poseM la matriceMi,j = e∗i (xj) avec(ei)i∈[1,n] une base
orthonormale.

[x1, ..., xn] = det M = det tM

[x1, ..., xn] = det tM.M

Mi,j =< ei|xj >

(tM.M)i,j =
n∑
k=1

< ek|xi > . < ek|xj >

d’où le résultat.ut
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Proposition 184
|[x1, ..., xn]| ≤ Πn

i=1‖xi‖

|[x1, ..., xn]| = Πn
i=1‖xi‖ ⇐⇒ (∃i/xi = 0 ∨ (xi)i∈[1,n] est orthogonale)

Démonstration : Si le système est lié, le résultat est clair (on rappelle que le dé-
terminant d’une famille liée est nul).
Sinon, on peut construire par la méthode d’orthonormalisation de Schmidt une base
(e1, .., en) avec∀(i, j) ∈ [1, n]2 < xj |ei > > 0.
La matrice de passageP(ei)i∈[1,n],(xi)i∈[1,n]

est triangulaire (voir164) ; son déterminant
est le produit des< xi|yi >, donc par l’inégalité de Schwartz est inférieur ou égal en
valeur absolue au produit des‖xi‖, avec égalité si et seulement si pour touti xi et yi
sont liés, donc si la famille est orthonormale.ut

3.5.4 Formes quadratiques sur un espace euclidien

Pour plus d’informations on pourra consulter la partie2.4.3.

3.6 Espaces hermitiens

Pour introduction on pourra consulter la partie3.2, sur les espaces préhilbertiens
complexes.

3.6.1 Définition et premières propriétés

Définition 185 On appelleespace hermitienun espace préhilbertien com-
plexe de dimension finie, non réduit à{0}.

On rappelle quelques propriétés, issues plus ou moins directement de la définition
des espaces préhilbertiens complexes (voir la partie3.2pour des rappels) :
• Un espace hermitien est un espace de Hilbert ; toutes les propriétés des espaces

de Hilbert sont donc valables ici (voir la partie3.4)
• < .|. > est sesquilinéaire (i.e. semi-linéaire par rapport à la première variable et

linéaire par rapport à la deuxième variable)
• si x est non nul alors< x|x > est un réel> 0 (< .|. > est positive car pour tout

x < x|x > est positif et définie carx non nul→ < x|x > non nul)
• < .|. > est hermitienne, c’est-à-dire< x|y >= < y|x >
• toute famille orthonormale peut être prolongée en une base orthonormale
• Pour tout sous-espaceF d’un espace hermitienE, on aE = F ⊕F⊥ etF = F⊥

• Etant donnée une base orthonormale(ei)i∈[1,n] deE hermitien, tout vecteurx de
E vérifie

x =
∑
i=1..n

< ei|x > ei

72



• Etant donnée une base(xi)i∈[1,n] d’un espace hermitien, il existe une base or-
thonormale(yi)i∈[1,n] telle que pour toutj yj est combinaison linéaire desxi pour
1 ≤ i ≤ j (voir 164)
• Etant donnéE un espace hermitien l’application qui àx associe l’application

y 7→< x|y > est un semi-isomorphisme deE surE∗.
• En corollaire de la propriété ci-dessus, étant donnéE un espace hermitien de

dimensionn, pour toute famille(x1, ..., xn) deCn et toute base(e1, ..., en) deE, il
existe un uniquex dansE tel que< x|ei >= xi (on aurait pu, au lieu de< x|ei >= xi,
demander< ei|x >= xi, comme on s’en rend facilement compte en considérant le fait
que< .|. > est hermitienne).
• Etant donnée(ei)i∈[1,n] une base orthonormaledeE avecE hermitien, la famille

des(x 7→< ei|x > est la base duale de la base des(ei)i∈[1,n] (il s’agit de l’image de la
famille desei par le semi-isomorphisme ci-dessus).

La dernière propriété nécéssite que la famille soit orthonormale !
C
n muni de l’application(x, y) 7→

∑n
i=1 xi × yi est un espace hermitien.

De même que les espaces euclidiens sont isomorphes àR
n muni du produit scalaire

euclidien usuel, on retiendra que les espaces hermitiens sont isomorphes àC
n muni du

produit scalaire hermitien usuel (ce qui fait que beaucoup de propriétés intuitives se
retrouvent vraies).

3.6.2 Adjoint d’un endomorphisme d’un espace hermitien

Théorème 186Pour tout endomorphismef de l’espace hermitienE il existe
un et un seul endomorphismef∗ deE tel que pour tout(x, y) ∈ E2 on ait
< f(x)|y >=< x|f∗(y) >.

Démonstration :
• Existence
L’applicationf∗ x 7→

∑n
i=1 < f(ei)|x > .ei.

• Unicité
< ei|f∗(x) >=< f(ei)|x >, doncf∗(x) est entièrement déterminé par ses coordonnées.ut

Proposition 187 L’application F qui à f associe f∗ est un semi-
endomorphisme deL(E). F est involutif, c’est à dire queF ◦ F = I.
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Démonstration : Facile !ut

Définition 188 • f∗ s’appelle l’adjoint def .
• f endomorphisme d’un espace hermitienE est ditunitaire lorsquef ◦ f∗ =
f∗ ◦ f = I.
• f endomorphisme d’un espace hermitienE est dithermitien lorsquef =
f∗.
• Une matrice carréeM à coefficients dansC est diteunitaire si elle vérifie
tM.M = I.
• Une matrice carréeM à coefficients dansC est ditehermitienne si elle
vérifietM = M .

On remarque donc qu’un endomorphisme unitaire est un endomorphisme inversible
f tel que pour toutx et touty deE < f(x)|y >=< x|f−1(y) >.

Par ailleurs un endomorphismef d’un espace hermitien est hermitien lorsque pour
toutx et touty deE on a< f(x)|y >=< x|f(y) >.

Sans surprise suite au cas euclidien, un endomorphismef d’un espace hermitien
est unitaire si et seulement si il conserve le produit scalaire, i.e.

< f(x)|f(y) >=< x|y >

Ou même simplement la norme, i.e.

‖f(x)‖ = f(x)

De même que dans le cas des euclidiens, on note que l’adjoint de l’inverse (quand
il existe) est l’inverse de l’adjoint (qui dans ce cas existe nécessairement), que l’ortho-
gonal de l’image est le noyau de l’adjoint, et que l’image de l’adjoint est l’orthogonal
du noyau ; que(f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗.

De même qu’un endomorphisme d’un espace euclidien est orthogonal si et seule-
ment si l’image d’une base orthonormale est orthonormale, un endomorphisme d’un
espace hermitien est unitaire si et seulement si l’image d’une base orthonormale est
une base orthonormale.

Alors que dans le cas euclidien etdans une base orthonormalela matrice de l’ad-
joint est la transposée de la matrice, dans le cas hermitien etdans une base orthonor-
malela matrice de l’adjoint est la conjuguée de la matrice transposée. C’est-à-dire

Mat(ei)i∈[1,n]
(f) = tMat(ei)i∈[1,n]

(f)

Conséquence logique de ce qui précède, un endomorphisme est unitaire si et seule-
ment si sa matrice dans une base orthonormaleest unitaire.

Et un endomorphisme est hermitien si et seulement si sa matrice dans une base orthonormale
est hermitienne.

Les valeurs propres d’une matrice hermitienne (ou d’un endomorphisme hermitien)
sont toutes réelles.

Le polynôme caractéristique def∗ est le conjuguédu polynôme caractéristique
def

On pourra consulter la partie?? pour plus d’informations sur la structure de l’en-
semble des endomorphismes unitaires.
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Le spectre d’une matrice unitaire est inclus dans le cercle unité ; son déterminant
appartient donc aussi à ce cercle unité.

Proposition 189 (Sur les endomorphismes hermitiens)L’image et le noyau
d’un endomorphisme hermitien sont orthogonaux.
Les sous-espaces propres d’un endomorphisme hermitien sont en somme di-
recte orthogonale.
Si f est un endomorphisme hermitien et siF est un sous-espace stable parf
alorsF⊥ est stable parf qui induit sur cet espace un endomorphisme hermi-
tien.
Si f est un endomorphisme hermitien, alorsf est diagonalisable dans une
certaine base orthonormale.

Démonstration : Même principe que dans le cas euclidien.ut
De même, siM est une matrice complexe hermitienne, alors il existeP unitaire

telle quetP .M.P soit diagonale.

3.6.3 Formes quadratiques sur un espace hermitienE

Voir la partie2.4.4.
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Chapitre 4

Algèbre linéaire en dimension
finie

4.1 Généralités

Définition 190 Un espace vectoriel est ditde dimension finielorsqu’il admet
une base de cardinal finie. Dans le cas contraire il est ditde dimension infinie.
Dans un espace fini le cardinal d’une base est appelédimensionde l’espace
(il faudra voir plus loin que toutes les bases ont alors même cardinal). Un
sous-espace vectoriel d’un espace vectorielE est dit decodimension finiesi
la dimension de l’espace quotient est finie. On appelle alorscodimensionde
cet espace la dimension de l’espace quotient. Sinon il est dit decodimension
infinie.

Dans la suiteE désigne unK-espace vectoriel de dimension finie.

Théorème 191 (Théorème de la base incomplète)Si I est une famille libre
etK une famille génératrice finie, avecI ⊂ K, alors il existeJ avecI ⊂ J ⊂
K tel queJ soit une base.

Démonstration : On considèreJ libre maximal au sens du cardinal vérifiantI ⊂
J ⊂ K. Si toute famille plus grande incluse dansK est liée, alors tout élément deK est
combinaison linéaire d’éléments deJ ; tout élément deE s’écrit comme combinaison
d’éléments deK, qui eux-mêmes s’écrivent comme combinaisons linéaires d’éléments
deJ . Donc la familleJ est génératrice.ut

Lemme 192 (Lemme de Steinitz)SiE est non réduit à{0},E admettant une
famille génératriceI de cardinaln, toute famille den + 1 vecteurs (ou plus)
est liée.
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Démonstration : • Le casn = 1 est trivial. On procède alors par récurrence.
• Supposons la propriété vraie pourn < N et soitn = N ; supposonsE admettant

une famille génératriceb1, ..., bn de cardinaln. NotonsF le sous-espace vectoriel de
E engendré parb1, ..., bn−1.
• Donnons-nous une famillee1, ..., en+1 deE.
• Soit, pouri ∈ [1, n+ 1], fi ∈ F etλi ∈ K tel queei = fi + λi bn.
• Si tous lesλi sont nuls, alors l’hypothèse de récurrence appliquée àF permet de

conclure.
• Supposons alorsλ1 6= 0 ; dans ce cas,b1 = 1

λ1
(e1 − f1).

• On peut alors exprimerei − fi en fonction dee1 − f1 pour touti, puis zi =
ei − λi

λ1
e1 comme combinaison linéaire desyi, donc comme éléments deF pour tout

i > 1.
• L’hypothèse de récurrence permet alors de conclure que leszi pour i > 1 sont

liés.
• On écrit alors

∑
αizi = 0, avec lesαi non tous nuls ; en développantzi =

ei − λi
λ1
e1, on obtient une combinaison linéaire nulle à coefficients non tous nuls des

ei. D’où le résultat.ut

Théorème 193Dans un espace de dimension finie, toutes les bases ont le
même cardinal.

Démonstration : Conséquence immédiate du lemme192.ut

Théorème 194Deux espaces vectoriels de dimension finie sur le même corps
sont isomorphes si et seulement si ils ont même dimension.

Démonstration : S’ils sont isomorphes, l’image d’une base de l’un par un isomor-
phisme est base de l’autre, donc ils ont même dimension. S’ils ont même dimension,
alors avec(e1, ..., en) une base de l’un, et(f1, ..., fn) une base de l’autre, l’application∑
λiei 7→

∑
λifi pour(λ1, ..., λn) ∈ Kn est un isomorphisme, comme on le vérifie

facilement (la fonction est bien définie car(e1, ..., en) est une base, linéarité évidente,
injectivité immédiate car(f1, ..., fn) est libre, surjectivité immédiate car(f1, ..., fn)
est génératrice).ut

Théorème 195F , sous-espace vectoriel deE, est égal àE si et seulement si
dim E = dim F .

Démonstration : Il est clair que siF etE sont égaux, alors ils ont même dimen-
sion. Réciproquement, s’ils ont même dimension, alors une base deF est une famille
libre de même cardinal qu’une base deE, donc c’est une base deE (voir le lemme de
Steinitz ci-dessus).ut
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Théorème 196Tout sous-espace vectoriel deE (E est supposé non nul) ad-
met un supplémentaire, et siE = F ⊕G, alorsdim E = dim F + dim G, et
une base deE s’obtient en réunissant une base deF et une base deG.

Démonstration : Conséquence du théorème de la base incomplète.ut

Maintenant quelques théorèmes faciles, sans démonstration, mais fort pratiques
néanmoins :

Théorème 197Etant donnésF etG des sous-espaces vectoriels deE, on a
dim (F +G) + dim (F ∩G) = dim F + dim G.

Théorème 198F et G sont supplémentaires dansE si et seulement si leur
intersection est nulle et si la somme de leurs dimensions soit la dimension de
E.

Théorème 199F et G sont supplémentaires dansE si et seulement si leur
intersection est nulle et si leur somme est égale àE.

Théorème 200F et G sont supplémentaires dansE si et seulement si leur
somme est égale àE et si la somme de leurs dimensions est égale à la dimen-
sion deE.

Théorème 201Etant donnésF sous-espace vectoriel deE, la dimension de
E/F est égale à la dimension deE moins la dimension deF .

Théorème 202Si lesEi sont de dimension finie, alorsdim Πi=1..nEi =∑
i dim Ei.
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Théorème 203SiE etF sont de dimension finie, alorsL(E,F ) est de dimen-
sion finie etdim L(E,F ) = dim E.dim F .

Démonstration : On considère une base deE et une base deF , notées respecti-
vement(ei) et (fi) ; alors lesδi,j définies parδi,j(ei) = fj et δi,j(el) = 0 pour l 6= i
forment une base deL(E,F ).ut

Définition 204 On appellerang d’une famille finie de vecteurs la dimension
de l’espace vectoriel que cette famille engendre.
On appellerang d’une application linéaire la dimension de son image lorsque
celle-ci est finie. C’est en fait le rang de l’image d’une base lorsque l’espace
de départ est de dimension finie

Théorème 205 (Théorème du rang)Sif ∈ L(E,F ) etE etF de dimension
finie, alorsIm f etKer f sont de dimension finie, etdim E = dim Im f +
dim Ker f .

Démonstration : On considère un supplémentaire du noyau, et on montre qu’il est
isomorphe à l’image def (voir théorème19).ut

Corollaire 206 Soitf une application d’un espace vectorielE vers un espace
vectorielF , avecE etF de dimension finie et de même dimension, alorsf est
un isomorphisme si et seulement si l’une des propriétés suivantes est vérifiée :
• f a un noyau réduit à un singleton
• f est injective
• f est surjective
• f est bijective
• Le rang def est égal à la dimension deE

Proposition 207 (Quelques propriétés du rang)• Le rang d’une famille fi-
nie de vecteurs est invariant par permutations
•Multiplier un vecteur d’une famille par un scalaire non nul ne change pas le
rang de la famille
• On ne change pas le rang d’une famille de vecteurs en additionnant à un
vecteur une combinaison linéaire des autres vecteurs
• Le rang d’une famille de vecteurs est le même si l’on suppirme un vecteur
nul
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4.2 Dualité en dimension finie

4.2.1 Dualité simple

E est un espace vectoriel normé de dimension finien.

Définition 208 Etant donnée une base(ei)i∈[1,n] deE, on appelleformes co-
ordonnées associéeslesn formes linéairesej définies pare∗j (ei) = δi,j .

On note quex =
∑
j e
∗
j (x).ej .

Théorème 209• dim E∗ = dim E.
• La famille dese∗j est une base deE∗ ; on l’appelle la base dualede la base
(ei).
• Toutf appartenant àE∗ s’écrit f =

∑
i f(ei).e∗i

• Pour toute base(fi) deE∗, il existe une base deE dont la base duale est la
base des(fi).

Démonstration : La dimension deE∗ est égale à la dimension deE, cardimL(E,K) =
dim E.dimK ; il suffit donc de montrer que la famille est libre. On se donne une com-
binaison linéaire nulle dese∗j ; en considérant l’image de la combinaison linéaire nulle
deei on voit que le coefficient dee∗i est nulle pour touti.
On se donne une applicationφ qui àx associe(f∗1 (x), ..., f∗n(x)). On montre sans trop
de difficultés queφ est un isomorphisme deE dansKn. Donc il existe une base(ei)
telle queφ(ei) = (d1,i, ..., δi,i, ...δn,i) ; cette base convient.ut

Théorème 210SoitE etF desK-espace vectoriel de dimensions finies (non
nécéssairement égales). Alors l’application transposition qui àf ∈ L(E,F )
associetf ∈ L(F ∗, E∗) est un isomorphisme. En outre le rang detf est égal
au rang def et

Ker tf = (Im f)⊥

Démonstration : Facile !ut
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4.2.2 Bidual

E est un espace vectoriel normé de dimension finien.

Théorème 211 (Bidual) L’application deE dansE∗∗ qui àx associe la fonc-
tion qui àφ dansE∗ associeφ(x) est un isomorphisme ; on l’appelleisomor-
phisme canoniquedeE dansE∗∗. On peut donc identifierE etE∗∗.

Démonstration : Les dimensions deE etE∗∗ étant égales (on est toujours dans
le cadre de la dimension finie) il suffit de voir que cette fonction est un isomorphisme.
Supposonsx d’image nulle ; alors quel que soitf , f(x) = 0. Six est non nul, alors on
peut l’appelere1 et le compléter en une baseei ; alors on constate quee∗i (x) = 0 pour
tout i, ce qui est contradictoire.ut

4.2.3 Orthogonalité

E est un espace vectoriel normé de dimension finien.

Théorème 212Quel que soitF sous-espace vectoriel deE, on a :
• dim E = dim F + dim F⊥

• F⊥o = F

Démonstration : Si F = {0} alors le résultat est clair. Sinon, on considère une
base(fi)i∈[1,f ] deF , et on la complète en une base(fi)i∈[1,n] deE. On considère la
base duale(f∗i ) ; il est clair alors que les(fi)i>f forment une famille libre génératrice
deF⊥, d’où la première assertion.
On constate bien queF⊥

o
est inclus dansF ; la dimension permet de conclure.ut

Théorème 213Quel que soitF sous-espace vectoriel deE′, on a :
• dim E = dim F + dim F o

• F o⊥ = F

Démonstration : La méthode est la même que précédemment ; il faut juste se sou-
venir que toute base du dual est la base duale d’une certaine base.ut

Théorème 214Avecφ l’isomorphisme canonique deE dansE∗∗, pour tout

F sous-espace vectoriel deE, on aF⊥
⊥ = φ(F⊥o) = φ(F ).
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Démonstration : Il n’y a qu’à l’écrire et ça marche tout seul...ut
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4.3 Calcul matriciel

4.3.1 Bases sur les matrices

Définition 215 (Définitions de base sur les matrices)On appelle matrice
de type(n, p) sur un corpsK toute application de[1, n] × [1, p] (intervalles
deN) dansK. On la représente généralement comme suit :

m1,1 m1,2 . . . m1,p

m2,1 m2,2 . . . m2,p

...
...

...
...

mn,1 mn,2 . . . mn,p


On noteMn,p(K) l’ensemble des matrices de type(n, p) sur le corpsK.
On appellematrice ligne une matrice de type(1, p), et bf matrice colonne une
matrice de type(n, 1).
On appellematrice extraite d’une matrice de type(n, p) la restriction de cette
matrice àI × J , avecI ⊂ [1, n] etJ ⊂ [1, p].
On appellei-ième vecteur-lignede la matriceM de type(n, p) la restriction
de cette matrice à{i}× [1, p]. On peut identifier un vecteur-ligne à un élément
deKp.
On appellej-ième vecteur-colonnede la matriceM de type(n, p) la restric-
tion de cette matrice à[1, n]×{j}. On peut identifier un vecteur-colonne à un
élément deKn.
On appellematrice associéeà un morphismef de l’espace vectorielE de di-
mensionp dans l’espace vectorielF de dimensionn et aux basesB = (ei)
etB′ = (fi) deE etF respectivement la matriceM de type(n, p) telle que
Mi,j = f∗i (ej). On la noteMatB,B′(f).
Inversement, on appelleapplication linéaire canoniquement associée à la
matrice M le morphisme deKp dansKn dont la matrice associée estM .

Proposition 216 Une matrice de typen, p admetCn
′

n .C
p′

p matrices extraites
de type(n′, p′).

Proposition 217 E etF étant de dimension respectivesp etn sur le corpsK,
on a

L(E,F ) 'Mn,p(K)

via l’isomorphismef 7→MatB,B′(f).
AvecE = K

p et F = K
n, etB et B′ les bases canoniques, on a alors un

isomorphisme canonique entreL(Kp,Kn) etMn,p(K).
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Démonstration : Evident !ut

Proposition 218 (Matrice canonique d’une application linéaire en dimension finie)
Soitf une application linéaire entreE, espace vectoriel de dimensionp, etF ,
espace vectoriel de dimensionn ; soit r le rang def . Alors il existe une base
B etE et une baseB′ deF telles que

MatB,B′(f) = M

avec
Mi,j = 1 si i = j ≤ r

Mi,j = 0 sinon

On appelle cette matricematrice canonique def .

Démonstration : Considérer une baseB1 d’un supplémentaire du noyau def ;
considérerB′1 = f(B1) ; considérerB2 une base du noyau def , et compléterB′1 en
une baseB′. Il reste à considérerB = B1 ∪B2.ut

Remarque 219 La matrice d’une forme linéaire est une matrice-ligne.

Définition 220 (produit matriciel) On appellematrice produit des matrices
A etB de types respectifs(n, q) et (q, p) la matriceC de type(n, p) telle que

Ci,j =
∑
k∈[1,q]

Ai,k.Bk,j

On noteC = A×B ouC = A.B.

Proposition 221 • Le produit matriciel défini ci-dessus est associatif et bili-
néaire.
• AvecA = MatB,B′(f) etB = MatB′,B′′(g),B ×A = MatB,B′′(g ◦ f)
• Avecx ∈ E, X le vecteur des coordonnées dex dans la baseB, alors les
coordonnées dey = f(x) dans la baseB′ sont celles deY , avecY = M ×X,
etM = MatB,B′(f).

Démonstration : Facile (et non moins important).ut
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4.3.2 Espace vectorielMn,p(K)

E etF K-espace vectoriel de dimensions respectivesp etn.

Définition 222 On appellematrices élémentaires de type(n, p) les matrices
Ei,j avecEi,j(a, b) = δa,i.δb,j ; c’est à dire les matrices de type(n, p) ne
comportant qu’un1 et des0 partout ailleurs.

Proposition 223Mn,p(K) est unK-espace vectoriel pour l’addition terme à
terme et pour la multiplication terme à terme par un scalaire.
L’application deL(E,F ) dansMn,p(K) qui à une applicationf associe
MatB,B′(f) est un isomorphisme.
Les matrices élémentaires forment une base de cet espace vectoriel , qui est
donc de dimensionn.p.

4.3.3 Transposition de matrices

Définition 224 (Transposée d’une matrice)Etant donnée une matriceM on
appellematrice transposéedeM la matriceN avecNi,j = Mj,i. SiM est
de type(n, p), alorsN est de type(p, n).
On noteN =t M .

Proposition 225 • L’application M 7→t M est un isomorphisme entre
Mn,p(K) etMp,n(K) en tant queK-espaces vectoriels .
• t(A×B) =t B ×t A
•MatB′∗,B∗(tf) =t MatB,B′(f)

85



86



4.3.4 Le cas des matrices carrées : laK-algèbreMn,p(K)

Définition 226 On appellematrice carréeune matrice de type(n, n) pour un
certainn. On noteMn(K) =Mn,n(K).
On appellematrice d’un endormophismef associée à une baseB la matrice
MatB,B′(f) ; on la note aussiMatB(f).
On appellediagonale d’une matrice carréeM de type(n, n) le vecteur
(M1,1, ...,Mi,i, ...,Mn,n).
On appelletrace d’une matrice carréeM la somme

∑
i∈[1,n]Mi,i. On la note

tr(M). L’applicationM → tr(M) est une application linéaire.
On appellematrice unité d’ordre n la matriceM avecMi,j = δi,j . C’est la
matrice de l’endomorphisme identité.
On appellematrice scalaireune matrice égale àλ.I avecλ un scalaire etI
une matrice unité.
On appellematrice diagonale associée à unn-uplem la matriceM de type
(n, n) définie parMi,i = mi etMi,j = 0 si i 6= j. On noteM = diag(m).
Une matrice est ditesymétriquesi elle est égale à sa transposée.
Une matriceM est diteantisymétrique si elle est égale à l’opposée de sa
transposée, c’est à dire sitM = −M .
Une matrice carrée est ditetriangulaire supérieure si j < i→Mi,j = 0
On noteT sn l’ensemble des matrices carrées triangulaires supérieures d’ordre
n.
Une matrice carrée est ditetriangulaire inférieure si j > i→Mi,j = 0
On noteT in l’ensemble des matrices carrées triangulaires inférieures d’ordre
n.

Proposition 227 • Mn(K) est uneK-algèbre, isomorphe à laK-algèbre des
endomorphismes deKn (ou deE, pour toutE espace vectoriel de dimension
n).
• SiM est inversible, alors sa transposée aussi et(tM)−1 =t (M−1).
• tr(AB) = tr(BA) (queA etB soient carrées ou non, pourvu que le produit
soit carré)
• Une matrice est scalaire si et seulement si c’est la matrice associée à un en-
domorphisme de la formex 7→ λ.x.
• L’ensemble des matrices diagonales deMn(K) est une sous-algèbre com-
mutative deMn(K).
• L’ensemble des matrices symétriques deMn(K) et l’ensemble des matrices
antisymétriques deMn(K) sont des sous-espaces vectoriels deMn(K) ; si
K n’est pas de caractéristique2, ils sont supplémentaires ; ils sont alors de
dimensions respectivesn.(n+1)

2 et n.(n−1)
2 , engendrés respectivement par les

Ei,j + Ej,i pour i ≤ j et par lesEi,j − Ej,i pour i < j. Toute matrice
carréeM s’écrit A + S, avecA antisymétrique etS antisymétriques, avec
A = 1

2M −
tM etS = 1

2M +tM
• Le produit de deux matrices symétriques est symétrique si et seulement si les
deux matrices commutent.
• L’ensemble des matrices triangulaires supérieures est une sous-algèbre de
Mn(K), de dimensionn.(n+ 1)/2.
• L’ensemble des matrices triangulaires inférieures est une sous-algèbre de
Mn(K), de dimensionn.(n+ 1)/2.
• L’ensemble des matrices triangulaires inférieures est isomorphe à l’ensemble
des matrices triangulaires supérieures
• Les éléments inversibles de l’ensemble des matrices triangulaires supérieures
(resp. inférieures) sont les matrices triangulaires dont tous les coefficients dia-
gonaux sont non nuls ; ils forment un sous-groupe multiplicatif deMn(K).
• Etant donnée une matriceA deMn(K), on appellecommutant deA le
sous-ensemble deMn(K) des matrices commutant avecA.
• Etant donnéeA une matrice deMn(K), on définitA0 = I avecI la matrice
unité d’ordren, etAi+1 = A.Ai (au sens du produit matriciel). On peut ainsi
définir étant donné un polynôme l’image deA par ce polynôme, en utilisant la
multiplication matricielle et la multiplication par un scalaire.
• Etant donnéeA une matrice deMn(K), l’application deK[X] →Mn(K)
qui à P associeP (A) est un morphisme d’algèbres. Son image est la sous-
algèbre deMn(K) ; on la noteK(A), elle est commutative.
• K(A) est de dimension finie, au plusn.
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Démonstration : Seul le dernier point pose difficulté. Il nécéssitera le théorème de
Cayley-Hamilton, qui montre queAn ∈ V ect(A0, ..., An−1). La suite est claire.ut

4.3.5 Changement de bases

SoitE espace vectoriel de dimensionn, et(ei) et (fj) des bases deE.

Définition 228 On appellematrice de passagede la base(ei) à la base(fj)
la matriceP de type(n, n) définie parPi,j = e∗i (fj) ; on la noteP(ei),(fj). Il
s’agit en fait de la matriceMat(fj),(ei)(I).

Proposition 229 • Le produit de la matrice de passage deB àB′ par la ma-
trice de passage deB′ àB′′ est la matrice de passage deB àB′′.
• P−1

B,B′ = PB′,B
• Etant donnéX le vecteur des coordonnées dex dans une baseB, les coor-
données dex dans la baseB′ sont données parX ′ avecX ′ = PB′,BX.
•MatB′,C′(f) = PC′,C .MatB,C(f).PB,B′
• Dans le cas d’un endomorphismeMatB′(f) = PB′,B .MatB(f).PB,B′

La matrice de passage deB àB′ donne les coordonnées dansB en fonction
des coordonnées dansB′ et pas le contraire... La terminologie vaut ce qu’elle vaut ! On
peut le retenir en considérant que la matrice de passage de la baseB à la baseB′ est la
matrice dansB de l’endomorphisme dont l’image deB estB′.

4.3.6 Groupe linéaire et groupe spécial linéaire

Voir ??.

4.3.7 Groupe orthogonal réel et groupe spécial orthogonal réel

Voir ??.
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4.3.8 Rang d’une matrice

Définition 230 (Matrice associée à une famille finie de vecteurs)Etant
donnée une famille de vecteurs(x1, ..., xp) d’un espace vectoriel de dimension
finien et une base(v1, ..., vn) deE, on appellematrice associée à la famille
desxi et à la base desvi la matriceM définie parMi,j = v∗i (xj).
On appellerang d’une matrice M le rang de la famille de ses vecteurs
colonnes. On le noterg(M).
Une matriceN extraite deM , avecN carrée inversible d’ordre le rang deM ,
est appeléematrice principale deM .

Proposition 231 • Le rang d’une matrice associée à un système de vecteurs
et à une base est indépendant de cette base.
• rg(MatB,B′(f)) = rg(f)
• rg(tM) = rg(M) ≤ min(n, p), avecM de type(n, p).
• rg(M) = n ⇐⇒ M surjective
• rg(M) = p ⇐⇒ M injective
• rg(M.M ′) ≤ min(rg(M), rg(M ′))

Démonstration : Refaire cette preuve facile réveillera les neurones consacrés à
l’algèbre linéaire chez ceux pour qui tout cela est un peu oublié...ut

Proposition 232 Le rang d’une matriceM non nulle est égal àn maximal tel
qu’il existe une matrice extraite inversible de type(n, n) deM .

Démonstration : • Il est clair que le rang deM est supérieur au rang de toute
matrice extraite inversible (considérer une combinaison linéaire nulle des vecteurs cor-
respondants deM ).
• Etant donnér le rang deM il existe une famille libre der vecteurs parmi la famille
des vecteurs colonnes deM .
On peut alors considérer la transposée de cette matrice ; son rang est le même, et donc
on peut se restreindre au même nombre de colonnes.ut
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4.3.9 Matrices équivalentes, matrices semblables

� Matrices équivalentes

Définition 233 (Matrices équivalentes)Deux matricesA etB de même type
(n, p) sont diteséquivalentessi il existeP etQ des matrices inversibles de
types respectifs(p, p) et (n, n) telles que

B = Q.A.P

Quelques propriétés immédiates :

Proposition 234 • Il s’agit d’une relation d’équivalence.
• Deux matrices de même type sont équivalentes si et seulement si elles repré-
sentent un même morphisme dans des bases différentes.
• Deux matrices de même type sont équivalentes si et seulement si elles ont le
même rang.

Dans la deuxième propriété, il faut bien voir qu’il faut changer éventuellement
à la fois la base de départ et la base d’arrivée.

� Matrices semblables

Définition 235 (Matrices semblables)Deux matrices carréesA et B de
même type sont dites semblables s’il existe une matriceP telle que

A = P.B.P−1

Proposition 236 • Il s’agit d’une relation d’équivalence
•Deux matrices sont semblables si elles représentent un même endomorphisme
dans deux bases différentes
• Deux matrices semblables ont même rang
• Deux matrices semblables ont même trace

Démonstration : Facile pour les trois premiers points ; pour le quatrième il suffit
de se rappeller que la trace deAB est égale à la trace deBA.ut

Cette fois-ci, contrairement au cas des matrices équivalentes, deux matrices de
même rang ne sont pas nécéssairement semblables.
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La deuxième caractérisation fait appel à un endomorphisme et pas une application
linéaire quelconque ; la base de départ est la même que celle d’arrivée.

4.3.10 Cofacteurs

Définition 237 (Mineur et cofacteur) Le déterminant de la matriceM à la-
quelle on ôte laj-ième colonne et lai-ième ligne est appelémineur (i, j) de
M . On le note généralement∆i,j .
Le déterminant de la matriceM à laquelle on ôte laj-ième colonne pour la
remplacer par lei-ième vecteur de la base est appelécofacteur (i, j) deM .
On le note généralementγi,j(M). On la note généralementcom(M).
La matriceγ ainsi définie est appeléecomatricedeM .
La matricetγ est appeléematrice complémentairedeM . On la note généra-
lementM̃ .

Pour y voir plus clair, le mineur(i, j) deM est :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

M1,1 M1,2 M1,3 . . . M1,j−1 M1,j+1 . . . M1,n

M2,1 M2,2 M2,3 . . . M2,j−1 M2,j+1 . . . M2,n

M3,1 M3,2 M3,3 . . . M3,j−1 M3,j+1 . . . M3,n

M4,1 M4,2 M4,3 . . . M4,j−1 M4,j+1 . . . M4,n

...
...

...
...

...
...

...
...

Mi−1,1 Mi−1,2 Mi−1,3 . . . Mi−1,j−1 Mi−1,j+1 . . . Mi−1,n

Mi,1 Mi,2 Mi,3 . . . Mi,j−1 Mi,j+1 . . . Mi,n

Mi−1,1 Mi−1,2 Mi−1,3 . . . Mi−1,j−1 Mi−1,j+1 . . . Mi−1,n

...
...

...
...

...
...

...
...

Mn,1 Mn,2 Mn,3 . . . Mn,j−1 Mn,j+1 . . . Mn,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
et le cofacteur(i, j) deM est :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

M1,1 M1,2 M1,3 . . . M1,j−1 0 M1,j+1 . . . M1,n

M2,1 M2,2 M2,3 . . . M2,j−1 0 M2,j+1 . . . M2,n

M3,1 M3,2 M3,3 . . . M3,j−1 0 M3,j+1 . . . M3,n

M4,1 M4,2 M4,3 . . . M4,j−1 0 M4,j+1 . . . M4,n

...
...

...
...

...
...

...
...

...
Mi−1,1 Mi−1,2 Mi−1,3 . . . Mi−1,j−1 0 Mi−1,j+1 . . . Mi−1,n

Mi,1 Mi,2 Mi,3 . . . Mi,j−1 1 Mi,j+1 . . . Mi,n

Mi−1,1 Mi−1,2 Mi−1,3 . . . Mi−1,j−1 0 Mi−1,j+1 . . . Mi−1,n

...
...

...
...

...
...

...
...

...
Mn,1 Mn,2 Mn,3 . . . Mn,j−1 0 Mn,j+1 . . . Mn,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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qui est d’ailleurs égal à∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

M1,1 M1,2 M1,3 . . . M1,j−1 0 M1,j+1 . . . M1,n

M2,1 M2,2 M2,3 . . . M2,j−1 0 M2,j+1 . . . M2,n

M3,1 M3,2 M3,3 . . . M3,j−1 0 M3,j+1 . . . M3,n

M4,1 M4,2 M4,3 . . . M4,j−1 0 M4,j+1 . . . M4,n

...
...

...
...

...
...

...
...

...
Mi−1,1 Mi−1,2 Mi−1,3 . . . Mi−1,j−1 0 Mi−1,j+1 . . . Mi−1,n

0 0 0 . . . 0 1 0 . . . 0
Mi−1,1 Mi−1,2 Mi−1,3 . . . Mi−1,j−1 0 Mi−1,j+1 . . . Mi−1,n

...
...

...
...

...
...

...
...

...
Mn,1 Mn,2 Mn,3 . . . Mn,j−1 0 Mn,j+1 . . . Mn,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Proposition 238

γi,j = (−1)i+j .∆i,j

Proposition 239 La comatrice de la transposée deM est la transposée de la
comatrice deM .

Il est nécéssaire pour la suite d’avoir lu la partie2.3.

Théorème 240SiM̃ désigne la matrice complémentaire

M̃.M = det M.Id

et
M.M̃ = det M.Id

en particulier, siM est inversible,M−1 = 1
det M M̃ .

Démonstration : Considérons le terme(i, j) de la matriceM̃.M . Il s’agit de∑
k=1..n γk,i.Mk,j .

Considérons le terme(i, j) de la matricedet M.Id.
Il s’agit deδi,j .det M .

On cherche donc à montrer queδi,j .det M =
∑
k=1..n γk,i.Mk,j .

On distingue deux cas :
• i 6= j
On considère alors la matriceM , sur laquelle on remplace la colonnei par la colonne
j (on ne les permute pas, on supprime la colonnei, et on copie la colonnej à la place).
Le déterminant de la matrice obtenue est nul, puisqu’on a deux fois la même colonne.
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On développe par rapport à la colonnei. On obtient∑
k=1..n

Mk,j .γk,i = 0

et donc le résultat dans ce cas est bien montré.
• i = j
Dans ce cas on considère le développement deM par rapport à lai-ième colonne et on
obtient

det M =
∑
k=1..n

γk,i.Mk,i =
∑
k=1..n

γk,i.Mk,j

d’où le résultat souhaité.
Le second résultat se déduit du premier en considérant la transposée de chacun des
deux produits.ut

4.4 Opérations sur les lignes et les colonnes

On trouvera des manipulations proches de celles décrites ici dans la partie sur les
déterminants2.3. La proposition?? illustre aussi des opérations sur les lignes et les
colonnes.

FLEMMARD -> determinants -> resol syst. lineaires

Définition 241 On appellesystème d’équations linéairesune équation de la
formeMX = Y , où M (matrice) etY (vecteur) sont donnés et oùX est
l’inconnue.
Lesopérations sur les lignes et les colonnesd’une matrice ou d’un système
linéaire sont par définition :
• l’addition d’une ligne (resp. colonne)i à une ligne (resp. colonne)j 6= i
• la multiplication d’une ligne (resp. colonne)i par un scalaireλ 6= 0
• la permutation de deux lignes (resp. colonnes)i et j 6= i
Ces opérations seront notées respectivement :
• Li ← Li + Lj (resp.Ci ← Ci + Cj)
• Li ← Li (resp.Ci ← Ci)
• Li ↔ Lj (resp.Ci ↔ Cj)
On pourra éventuellement ajouter à une ligne (resp. une colonne) une autre
ligne (resp. colonne) multipliée par un scalaireλ ; cela se noteraLi ← Li +
λLj (resp.Ci ← Ci + λCj).

Exemples :
• Sur un système :

Avant :  1 2 −3
0 1 1
−1 3 −1

 x1

x2

x3

 =

 1
2
3


AprèsL1 ← L1 + 2 L2 : 1 4 −1

0 1 1
−1 3 −1

 x1

x2

x3

 =

 5
2
3


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• Sur une matrice Avant :
1 2 3
4 5 6
7 8 9

AprèsC1 ↔ C2

2 1 3
5 4 6
8 7 9

Proposition 242 Les opérations sur les lignes correspondent à des multiplica-
tions à droite par des matrices inversibles ; les opérations sur les colonnes cor-
respondent à des multiplications à gauche par des matrices inversibles. L’in-
verse d’une opération sur les lignes (resp. les colonnes) est une opération sur
les lignes (resp. les colonnes).

Démonstration :

Proposition 243 • Le déterminant d’une matrice n’est pas modifié en ajoutant
à une ligne une combinaison linéaire des autres lignes.
• Multiplier une ligne parλ multiplie le déterminant parλ.
• Permuter des lignes multiplie le déterminant par−1.
Les mêmes résultats sont valables pour les colonnes.

Démonstration : Cela découle immédiatement des propriétés du déterminant, et
du fait que le déterminant d’une matrice est égal au déterminant de sa transposée. Ceux
qui ont besoin de rappels peuvent consulter la partie2.3.ut

Théorème 244 (Formules de Cramer)Considérons le système d’équations
linéaireMX = Y , avecM de type(n, n) :

M =


M1,1 M1,2 . . . M1,n

M2,1 M2,2 . . . M2,n

...
...

...
...

Mn,1 Mn,2 . . . Mn,n


Y = (y1, ..., yp)

On suppose en outre queM est inversible.
AlorsX est solution, avec

xi =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
M1,1 M1,2 . . . M1,i−1 Y1 M1,i+1 . . . M1,n

M2,1 M2,2 . . . M2,i−1 Y2 M2,i+1 . . . M2,n

...
...

...
...

...
...

...
...

Mn,1 Mn,2 . . . Mn,i−1 Yn Mn,i+1 . . . Mn,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det M
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Démonstration : La solutionX est clairement unique, car par inversibilité deM
X = M−1Y .

On a alorsY =
∑
kXkCk avecCk la k-ième colonne deM .

Donc, quel que soiti, on a alorsdet Mk
(i) =

∑
Xkdet M

′
k

(i)

avec

Mk
(i) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
M1,1 M1,2 . . . M1,i−1 Y1 M1,i+1 . . . M1,n

M2,1 M2,2 . . . M2,i−1 Y2 M2,i+1 . . . M2,n

...
...

...
...

...
...

...
...

Mn,1 Mn,2 . . . Mn,i−1 Yn Mn,i+1 . . . Mn,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
et

M ′k
(i) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
M1,1 M1,2 . . . M1,i−1 M1,k M1,i+1 . . . M1,n

M2,1 M2,2 . . . M2,i−1 M2,k M2,i+1 . . . M2,n

...
...

...
...

...
...

...
...

Mn,1 Mn,2 . . . Mn,i−1 Mn,k Mn,i+1 . . . Mn,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
On en déduit donc, en supprimant de la somme

∑
XkCk les termes nuls,XidetM =

M ′i
(i), ce qui est précisément le résultat désiré.ut

Théorème 245 (Méthode du pivôt de Gauss)La méthode de Gauss
consiste à :
1) permuter les lignes pour avoir un coefficient non nul en haut à gauche de la
matrice ; ce coefficient est appelépivôt
2) soustraire la première ligne multipliée par un coefficient adéquat à chacune
des autres lignes de manière à avoir des zéros sur toute la première colonne
en dehors du premier coefficient
3) Procéder de même sur la matrice extraite, simplement dépourvue de sa
première ligne et sa première colonne.
Le point1) pourra toujours être réalisé si on trouve toujours un coefficient non
nul à échanger ; pour peu que la matrice soit inversible, cette condition sera
toujours vérifiée. Si elle ne l’est pas, on peut travailler sur la matrice extraite
par suppression de la première colonne.
En réitérant cette méthode, on arrive à obtenir une matrice triangulaire supé-
rieure. En fait la matrice obtenue est de la forme illustrée sur la figure4.1, du
moins après permutation des colonnes.

La matrice ainsi obtenue est donc beaucoup plus maniable : le calcul du détermi-
nant (si la matrice est carré) se résume à la multiplication des éléments diagonaux, la
résolution de systèmes linéaires est plus aisée (il convient de noter pour cela que les
opérations sur les colonnes sont de simples permutations sur les inconnues), le cal-
cul du rang est immédiat (nombre d’éléments avant le dernier élément non nul de la
dernière colonne).

Afin de minimiser les pertes de précision d’un calcul numérique, il est
préférable de choisir un pivôt grand en valeur absolue.
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Elements nuls "Ligne" brisée
d’éléments non nuls.

Elements nuls
ou non nuls

FIG. 4.1 – Matrice obtenue après pivôt de Gauss. La "ligne brisée" évoquée comporte
soit des sauts à droite, soit des sauts en diagonale en bas à droite. Le premier élément
de la ligne brisée se trouve quelque part sur la première ligne (éventuellement en haut
à gauche).

La méthode dupivôt total consiste à chercher le pivôt non pas seulement sur la
colonne en cours, mais d’éventuellement permuter les colonnes pour avoir un pivôt
plus grand. Par opposition au pivôt total, la méthode ci-dessus est ditepivôt partiel .

Théorème 246 (DécompositionA = LU ) Etant donnée une matriceA sup-
posée inversible, on définitak = |(Ai,j)i,j≤k|, déterminant de la matrice ob-
tenue en se restreignant auxk premières lignes etk premières colonnes.
On appelledécompositionA = LU un produit du typeA = LU avecL
matrice triangulaire inférieure ne comportant que des1 sur la diagonale,U
matrice triangulaire supérieure, Alors il existe une décompositionA = LU si
et seulement si lesak sont non nuls pour toutk dans[1, n].

Démonstration : Il suffit d’utiliser la méthode de Gauss, en considérant les ma-
trices correspondant aux opérations sur les lignes et les colonnes. C’est-à-dire que l’on
obtient un produitπni=1Mn−iA = U , avecMi la matrice correspondant à l’opération
sur les lignes et les colonnes effectué à lai-ième étape. Mais l’inverse d’une opération
sur les lignes ou les colonnes est une opération sur les lignes ou les colonnes (facile à
trouver) ; donc on peut aussi écrireA = πni=1NiU , avecNi l’inverse deMi. Le produit
desNi est bien de la forme désirée, triangulaire supérieure à diagonale unité, comme
on s’en convaincra en considérant la stabilité de l’ensemble des matrices triangulaires
supérieures à diagonale unité par multiplication par les matrices des opérations sur les
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lignes et les colonnes.

Proposition 247 Si A est inversible, il existe une matrice de permutationP
telle quePA = LU .

Démonstration : Si ak est nul, il existe nécéssairement une permutation de lignes
qui arrange ça, sinonA ne pourrait pas être de rang plein - il suffit donc de multiplier
les différentes permutations de lignes nécéssaires pour obtenir une matrice vérifiant les
conditions demandées.

Théorème 248 (Décomposition de Cholesky)On appelledécomposition de
Cholesky ou décompositionA =t RR, un produit de la formeA =t RR,
avecR triangulaire inférieure inversible.
A admet une décomposition de Cholesky si et seulement siA est symétrique
définie positive.

Démonstration : On pourra consulter [7] pour cette preuve.ut

4.5 Matrices par blocs

Les méthodes expliquées ci-dessous dans le cas de quatre blocs, se généralisent
naturellement au cas d’un nombre quelconque de blocs.

4.5.1 Produit par blocs

Etant données les matricesA,B, C,D,A′,B′, C ′ etD′, avec

largeur(A) = largeur(C) = hauteur(A′) = hauteur(B′)

largeur(B) = largeur(D) = hauteur(C ′) = hauteur(D′)
on considère les matricesM etM ′ définies comme suit :

M =
(
A B
C D

)
M ′ =

(
A′ B′

C ′ D′

)
Alors

M.M ′ =
(
A.A′ +B.C ′ A.B′ +B.D′

C.A′ +D.C ′ C.B′ +D.D′

)
4.5.2 Inverse par blocs

Si M =
(
A C
0 B

)
, avecA etB inversibles, alorsM est inversible etM−1 =(

A−1 −A−1.C.B−1

0 B−1

)
.
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4.5.3 Déterminant par blocs

SiM =
(
A C
0 B

)
, alorsdet M = det det A.det B.

4.6 Exercices sur les matrices

Exercice 249 Une forme linéairef surMn(K) telle quef(XY ) = f(Y X) est pro-
portionnelle à l’applicationM 7→ tr(M).

Démonstration : Il suffit de considérerX etY des matrices élémentaires.ut

Exercice 250 Une matrice deMn(K) commute avec toutes les matrices deMn(K)
si et seulement si elle est scalaire.

Démonstration : Simplement vérifier qu’une telle matrice commute avec les ma-
trices élémentaires.ut

4.7 Zoologie sur les matrices et leurs déterminants

Définition 251 (Matrice circulante) On appellematrice circulante associé
au n-uple (x1, ..., xn) la matriceM définie parMi,j = xj−i (modulon) ,
c’est à dire

M =



x1 x2 x3 . . . xn

xn x1 x2
... xn−1

xn−1 xn x1
... xn−2

...
...

...
...

...
x2 x3 x4 . . . x1



Proposition 252 L’ensemble des matrices circulantes de type(n, n) est en-
gendré par la matrice suivante :

M =



0 1 0 . . . 0

0 0 1
... 0

0 0 0
...

...

0 0 0
... 0

0 0 0
... 1

1 0 0 . . . 0


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Démonstration : Il suffit de voir que la matrice circulante associée à(x1, ..., xn)
est la matrice

x1.M
0 + x2.M

1 + ...+ xn.Mn−1

et le résultat est acquis.ut

4.8 Zoologie de la dualité en dimension finie

4.8.1 Polynômes de Lagrange

On considère l’espaceE = Rn[X] des polynômes à une indéterminée et de degré
au plusn. Soit a0, ... , an des réels deux à deux distincts. On définitn + 1 formes
linéaires surE parfi(P ) = P (ai).

Proposition 253 Les polynômes de Lagrangefi forment une base deE.

Démonstration : Puisque la dimension deE est égale à la dimension deE∗, il suf-
fit de voir que la famille est de rangn+ 1, ce qui est vérifié si et seulement si l’espace
vectoriel dual est de dimension0. Supposons qu’un certain polynômeP appartienne à
cet orthogonal, alors il s’annule ena0, ... ,an ; donc il est nul, puisqu’il est de degré au
plusn.ut

Proposition 254 Les polynômes de lagrange(fi) sont la base duale desPi,
avec

Pi(x) = Πj 6=i
X − aj
ai − aj

Démonstration : Facile, il suffit de vérifier quePi(aj) = δi,j .ut

Corollaire 255 (Interpolation de Lagrange) On en déduit notamment que
tout polynôme de degrén s’écrit comme combinaison linéaire desPi, les coef-
ficients étant donnés par lesfi. C’est-à-dire que toutP de degré≤ n s’écrit

P =
n∑
i=1

fi(P )Pi
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Un exemple d’utilisation Maple :

Exemple Maple

> interp([0, 1, 2, 3], [exp(0), exp(1), exp(2), exp(3)], x);

1

6
e
3
x
3 −

1

2
e
3
x
2 +

1

3
e
3
x −

1

2
e
2
x
3 + 2e2x2 −

3

2
e
2
x +

1

2
ex

3 −
5

2
ex

2 + 3ex −
1

6
x
3 + x

2 −
11

6
x + 1

Il est intéressant de tracer ensuite la courbe exponentielle et les graphes des
interpolations à différents ordres superposées.

4.8.2 Définition d’un sous-espace vectoriel par une famille d’équa-
tions

Proposition 256 SoitF un sous-espace vectoriel deE de dimensionp, E es-
pace vectoriel de dimension finien. Alors il existen − p formes linéaires li-
néairement indépendantesfi telles queF = {x/∀i fi(x) = 0} c’est à dire que
F s’exprime comme intersection den−p hyperplans. Il est en outre impossible
de définirF comme intersection de moins den− p hyperplans.

Démonstration : Pour voir qu’une telle famille existe, il suffit de considérer une
base deF et sa base duale. Pour vérifier qu’on ne peut faire moins, il suffit de considé-
rer que pour toutG sous-espace vectoriel deE et toutH hyperplan deE on adim (G∩
H) ≥ dim G− 1 (par la formuledimG+ dimH = dim(G+H) + dim(G ∩H))ut

4.9 Approximation de fonctions holomorphes par des
fractions rationnelles

Lemme 257 SoitK un compact deC, inclus dans un ouvertΩ. Alors il existe
Γ1,Γ2, ...,Γn des segments orientés dansΩ \ K tels que pour toute fonction
holomorphef surΩ et pour toutk dansK

f(z) =
n∑
l=1

1
2iΠ

∫
Γl

f(t)
t− z

dt

Démonstration :

Lemme 258 (Intuitif pour les topologistes dans l’âme !)Il existeη > 0 tel
que la distance entre un pointk deK à un point du complémentaire deΩ soit
toujours> η.

Démonstration :
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• En effet sinon on pourrait construire une suite de points(kn)n∈N deK à distance
≤ 1/n deX \K.
• On pourrait alors extraire une suite convergente (par le théorème??, puisqueC

est muni d’une topologie métrique !), et le point limite serait à une distance0 du fermé
complémentaire deΩ, et serait donc dansK sans être dansΩ ; ce qui est contradictoire.ut
• On construit alors une grille recouvrant le compactK, avec un maillage inférieur

àη/2, comme indiqué sur la figure4.2.

FIG. 4.2 – Un maillage.

• On considère alors les contoursγ1, ... , γp, orientés positivement, des carrés
C1, ..., Cp/4 intersectantK.
• On conserve alors seulement les segments des contours qui ne sont parcourus

qu’une fois ; les autres étant parcourus deux fois, une fois dans chaque sens.
• On note ces segments orientésΓ1, ... ,Γn.
• On se donne alorsf holomorphe surΩ, et z à l’intérieur de l’un des carrés du

maillage,z ∈ K. La fonctiong qui àt appartenant à la réunion desγl associef(t)−f(z)
t−z

est continue.
• On calcule alors

n∑
l=1

1
2iΠ

∫
Γl

g(t)
t− z

dt

• Cette somme est égale à

p∑
l=1

1
2iΠ

∫
γl

g(t)
t− z

dt

• Par le lemme??, étendu au cas d’un carré, on en déduit que la somme est nulle.
• Donc

n∑
l=1

1
2iΠ

∫
Γl

f(t)
t− z

dt

=
n∑
l=1

1
2iΠ

∫
Γl

f(z)
t− z

dt
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= f(z)
n∑
l=1

1
2iΠ

∫
Γl

1
t− z

dt

= f(z)

• Il ne reste qu’à prolonger par continuité pour avoir le résultat souhaité.ut

Théorème 259 (Runge, version faible, lemme pour la version forte)Soit
K un compact deC, inclus dans un ouvertΩ.
SoitZ une partie deC contenant au moins un point dans chaque composante
connexe deC ∪ {∞} \K.
Alors l’ensemble des fractions rationnelles dont les pôles sont inclus dansZ
est dense dans l’ensemble des fonctions holomorphes surΩ, pour la topologie
de la convergence uniforme surK.

Démonstration :
• SoitFR l’ensemble des fractions rationnelles dont les zéros sont inclus dansZ.
• D’après le corollaire??, il suffit de montrer que toute forme linéaire continue

nulle sur toutes les fractions rationnelles deFR est nulle sur toute application holo-
morphe surΩ.
• D’après le théorème de représentation de Riesz, il nous suffit donc de montrer

qu’étant donnée une mesure de Borel complexeµ surK telle que l’intégrale pourµ
surK de tout élément deFR soit nulle, l’intégrale surK pourµ def holomorphe est
nulle.
• Soit donc une telle mesure complexeµ, etf holomorphe surΩ.
• Définissons, pourt ∈ C ∪ {∞} \K,

h(t) =
∫
K

dµ(k)
k − t

(4.1)

• h est holomorphe, au vu de la proposition??.
• Soit z dansZ et n’appartenant pas àK ; notonsVz la composante connexe de

C∪{∞}\K contenantz. On va montrer queh est nulle sur cette composante connexe ;
pour cela, par le théorème??, il sera suffisant de montrer queh est nulle sur un voisi-
nage dez.

- Supposons tout d’abordz = ∞. L’objectif est donc de montrer que pourt assez
grand en module,h(t) = 0.

Ecrivons, pourk dansK et t quelconque,

k − t
=
− 1
k

1
1− k/t

= −
∞∑
l=0

kn

tn+1

La convergence étant uniforme enk pourt suffisamment grand, on peut alors inter-
vertir l’intégrale et la somme dans l’équation4.1et on obtient bienh(t) = 0.

- Supposons maintenant quez 6=∞
Ecrivons, pourk dansK et t quelconque,

1
k − t

=
1

(k − z)− (t− z)
=

1
k − z

1
1− t−z

k−z
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=
∞∑
l=0

(t− z)l

(k − z)l+1
)

La convergence étant uniforme enk pourt suffisamment proche dez, on peut alors
intervertir l’intégrale et la somme dans l’équation4.1et on obtient bienh(t) = 0.
• On applique alors le lemme257, pour pouvoir exprimerf comme une intégrale

sur un contour hors deK :∫
K

fdµ =
∫
K

1
2iΠ

∑
l

∫
Γl

f(t)
t− k

dt dµ(k)

Et par Fubini??,

=
1

2iΠ

∑
l

∫
Γl

f(t)
∫
K

1
t− k

dµ(k) dt

= − 1
2iΠ

∑
l

∫
Γl

f(t)h(t)dt

= 0

D’où le résultat tant attendu !ut
On peut facilement passer à la topologie de la convergence uniforme sur tout com-

pact.
En outre, le cas oùK est simplement connexe (i.e. son complémentaire a une seule

composante connexe) donne lieu à un corollaire important.

Corollaire 260 (Corollaire important) • Si f est une fonction holomorphe
définie sur un ouvertΩ, si Z est un ensemble contenant au moins un point
dans chaque composante connexe deĈ \ Ω, alors f est dans l’adhérence de
l’ensemble des fractions rationelles à pôles dansZ pour la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact.
• Si f est une fonction holomorphe définie sur un ouvert simplement connexe
Ω, alors il existe une suite de polynômes convergeant uniformément versf sur
tout compact.

Démonstration :
• On définit lesKn comme dans le lemme??, et on définitFn comme étant une

fraction rationnelle tel que|f(z)− Fn(z)| ≤ 1/n pourz dansKn.
• Dans le deuxième cas, on peut simplement imposerZ = {∞}, et on obtient bien

une suite de polynômes.ut
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4.10 Endomorphismes semi-simples

Définition 261 Un endomorphismef est ditsemi-simplesi tout sous-espace
vectoriel stable parf a un supplémentaire stable parf .

Théorème 262On se place en dimension finie.
On supposeu semi-simple ; on noteµu le polynôme caractéristique deu.
µu = Πp

i=1P
ni
i avec lesPi irréductibles et premiers2 à 2.

ni ≥ 1.
On va montrer qu’en faitni = 1.
En outre on montrera que réciproquement si tous lesni sont égaux à1, alors
u est semi-simple.

Démonstration : E = ⊕pi=1Ei avecEi = KerPi(u)ni

On va montrer que pour touti ni = 1.
Par l’absurden1 ≥ 2.KerP1(u) admet un supplémentaireu-stable. DoncKerP1(u)⊕
F = E avecF u-stable.

F = ⊕pi=1(Ei ∩ F )

donc
E = KerP1(u)⊕ (E1 ∩ F )︸ ︷︷ ︸ ⊕ ⊕pi=2Ei ∩ F⋂ ⋂
E = E1 ⊕ ⊕pi=2Ei

Les inclusions sont en fait des égalités puisque la dimension est finie. On considère
F ′ = E1 ∩ F . E1 = KerP1(u) ⊕ F ′ ; si F ′ = {0} alorsP1.Π

p
i=2P

ni
i serait dans

l’idéal annulateur. Impossible carn1 ≥ 2, doncF ′ 6= {0}.

On a donc :Pn1
1 (u|F ′) = 0

Soitx ∈ E1 \KerPn1−1
1 (u)

x = x1 + x2 avecx1 ∈ KerP1(u) etx2 ∈ F ′.

Pn1−1
1 (u)(x) = Pn1−1

1 (u)(x1)︸ ︷︷ ︸ +Pn1−1
1 (u)(x2)

0 carn1 ≥ 2
DoncPn1−1

1 (u)(x2) 6= 0 doncPn1−1
1 (u|F ′) 6= 0.

donc (carP1 est irréductible)µu|F ′ = Pn1
1 .

DoncP1(u|F ′) est nilpotent, donc pas injectif, orKerP1(u) ∩ F ′ = {0} d’où une
contradiction.

Réciproquement :
On supposeµu = Πp

i=1Pi
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AlorsE = ⊕pi=1Ei avecEi = Ker Pi(u)

F stable→F = ⊕pi=1(F ∩ Ei)

il suffit de trouver un supplémentaire stable dansEi deF ∩Ei. Orµu|Ei = Pi donc
on est ramené au cas ouµu est irréductible.

Soit alorsF non réduit à0 et différent deE, stable paru.
Soit x ∈ E \ F . {Q ∈ K[X]|Q(u)(x) = 0} est un idéal non nul engendré parP
unitaire différent de1. P diviseµu doncP = µu parce queµu est irréductible.

Soitm le degré deµu. (x, u(x), ..., um−1(x)) est une base deG = V ecti∈Nu
i(x).

x 6∈ F doncF ∩G 6= G, doncdim F ∩G < m.

Si F ∩G 6= {0} alorsµu|F∩G |µu doncµu|F∩G = µu.

Or degµu|F∩G ≤ (par C.H.)dimF ∩ G < m = degµ, d’où contradiction, donc
F ∩ G = {0}. On a doncF ⊕ G avecG stable,G 6= {0}. Si F + G 6= E on recom-
mence ; en un nombre fini d’étapes on conclut.ut

En résumé :
Pour montrer qu’un endomorphisme semi-simple admet pour polynôme simple un pro-
duit de polynômes irréductibles :
• On considère le polynôme minimal, avec ses facteursPi et leurs exposantsni.
• On supposen1 ≥ 2.
• On considère un supplémentaireF deKer P1(u) u-stable.
• On considèreEi = Ker Pnii (u), et on note queF est la somme directe des intersec-
tions deF avec lesEi.
• On considèreF ′ = E1 ∩ F ; on montre queF ′ n’est pas réduit à0.
• On considèrex dansE1 \Ker Pn1−1

1 (u)
• On décomposex surKer P1(u) etF ′ ; on en déduit quePn1−1

1 (u|F ′) 6= 0
• On sait alors queµu|F ′ = Pn1

1

• P1(u|F ′) est injectif, mais pourtant nilpotent, d’où contradiction.

Pour montrer l’existence d’un supplémentaire stable pour tout sous-espace stable à
partir d’un endomorphisme ayant un produit de polynômes irréductibles distincts pour
polynôme minimal :
• On se ramène à un polynôme minimal irréductible en considérant les restrictions aux
Ei.
• On considère un espace stableF , et un élémentx or de cet espace.
•On considère le polynôme qui engendre l’ensemble des polynômesQ tels queQ(u)(x) =
0 ; ce polynome divise le polynome minimal deµ et lui est donc égal puisque ce dernier
est irréductible.
•On considère alorsG l’espace engendré par les images successives dex par des puis-
sances deu ; cet espace est engendré par lesm premiers éléments avecm le degré de
µ.
• On en déduit queF ∩G est de dim< m.
• On considère alors le polynôme caractéristique deu restreint àF ∩G ; si ce dernier
espace est non nul, alors ce polynôme est égal àµu, or son degré est plus petit quem
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par application de Cayley-Hamilton, donc la somme deF etG est directe. Il ne reste
qu’à récurer pour avoir un supplémentaire deF .
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Chapitre 5

Réduction des endomorphismes

Il est nécéssaire avant d’étudier cette partie d’avoir pris connaissance de la partie
1et de la partie4.

La réduction d’un endomorphisme va constituer dans le cas général en la recherche
des éléments propres de cet endomorphisme (définition à venir) et dans le cas de la
dimension finie en la recherche d’une base dans laquelle cet endomorphisme est repré-
senté par une matrice de forme agréable (voir plus loin).

Dans toute cette partie,K désigneR ouC.
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5.1 Le cas général

Définition 263 SoitE unK-espace vectoriel etf un endomorphisme deE ;
c’est-à-diref ∈ L(E). On se donneP un polynôme appartenant àK[X] ;
P =

∑
i pi.X

i.
Alors :
• On dit queF , sous-espace vectoriel deE, eststable parf si et seulement si
f(F ) ⊂ F
• Si il existen tel queKer fn = Ker fn+1, alors len minimal vérifiant cette
propriété est appeléindice def .
• On noteP (f) l’endomorphisme qui àx associe

∑
i pi.f

i(x).
• On noteK[f ] l’ensemble desQ(f) pourQ ∈ K[X] ; c’est une algèbre com-
mutative (sous-algèbre de l’algèbre des endomorphismesL(E))
•On appelleidéal annulateur def l’ensemble desQ ∈ K[X] tels queQ(f) =
0 (c’est un idéal, les matheux sont pas encore assez vicieux pour nous faire
cette mauvaise blague). On le noteI(f). K[X] étant principal, siI(f) est
non réduit à{0}, il est engendré par un polynôme unitaire que l’on appellera
polynôme minimal def et que l’on noteraPf .
• On appellevaleur propre de f un scalaireλ tel quef − λ.I ne soit pas
injectif ; dans ce casEf (λ) = Ker f − λ.I est appelésous-espace propre
associé à la valeur propreλ.
• On appellespectre def l’ensemble des valeurs propres def . On le note
Sp(f).
•On appellevecteur propre def associé à la valeur propreλ un élément non
nul du sous-espace propre associé à la valeur propreλ.
• On appellevaleur propre deM avecM une matrice carrée de type(n, n)
une valeur propre d’endomorphisme deKn canoniquement associé àM .
• On appellesous-espace propre deM associé àλ avecM une matrice car-
rée de type(n, n) l’espace propre de l’endomorphisme deKn canoniquement
associé àM pourλ valeur propre deM .
• On appellespectre deM avecM une matrice carrée de type(n, n) l’en-
semble des valeurs propres deM .

En dimension infinie un endomorphisme n’a pas nécéssairement un indice
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Proposition 264 • AvecP etQ deux polynômes,PQ(u) = P (u) ◦ Q(u) =
Q(u) ◦ P (u)
• Si deux endomorphismes commutent, alors le noyau et l’image de l’un sont
stables par l’autre.
• La suiteFn définie parFn = Ker fn est croissante
• Sif a un indice finin, alors pour touti supérieur àn, on aFi+1 = Fi
• SoitP etQ deux polynômes, alorsKer P (f) ∩ Ker Q(f) = Ker ((P ∧
Q)(f))
• Soit P et Q deux polynômes premiers entre eux (i.e. de pgcd1), alors
Ker (PQ)(f) = Ker P (f)⊕Ker Q(f).
• SoitP1, ..., Pp des polynômes premiers deux à deux tels queΠPi(f) = 0,
alorsE = ⊕Ker Pi(f).
Les trois derniers• ont valeur de théorèmes ; on les regroupe souvent sous
l’appelation lemme des noyaux.

Cela sert un peu partout, dans les résultats de réduction ; citons par exemple la
partie sur les suites récurrentes linéaires,5.3.2, ou le théorème de diagonalisation272.

Démonstration : Les quatre premiers• sont évidents.
Le 5ème• se montre grâce à la propriété de Bezout.
Pour le 6ème• , la somme est directe en vertu du• précédent ; et les deux inclusions

s’obtiennent par Bezout et par le premier• .
Le dernier• est facile à déduire du 6ème.ut

Proposition 265 (Pratique de la réduction (sans hypothèse de dimension finie))
• une somme finie de sous-espaces propres distincts est directe
• une famille de vecteurs propres associés à des valeurs propres distinctes est
libre
• si f et g sont deux endomorphismes qui commutent, alors les sous-espaces
propres def sont stables parg
• ∀(λ, P ) ∈ Sp(f)×K[X]→ P (λ) ∈ Sp(P (f))
• SiP (f) = 0, alorsλ ∈ Sp(f)→ P (λ) = 0
• Sif ∈ GL(E), alorsSp(u−1) = { 1

λ/λ ∈ Sp(u)}

5.2 Le cas de la dimension finie

Dans le cas de la dimension finie, la réduction d’un endomorphisme va consister
en la recherche d’une base dans laquelle l’endomorphisme est diagonale, ou, à défaut,
triangulaire.

On a vu ci-dessus que pour décomposer un endomorphisme il fallait trouver ses
sous-espaces propres et ses valeurs propres. Cela est très lié au polynômes annulateurs
de l’endomorphisme ; mais dans le cas général, il y a assez peu de choses à dire. Nous
allons voir que la dimension finie est beaucoup plus pratique.
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Voyons tout d’abord une liste de propriétés élémentaires très utiles pour la suite :

Proposition 266 • En dimension finie, tout endomorphisme a un indice, infé-
rieur ou égal à la dimension.
• En dimension finie, l’indice est aussi le plus petitn tel que Im fn =
Im fn+1

• En dimension finie, avecn l’indice def , E = Ker fn ⊕ Im fn

• En dimension finie, tout endomorphisme admet un idéal annulateur non ré-
duit à0, et donc admet un polynôme minimal.
• Si F est un sous-espace vectoriel deE, si (e1, ..., ep, ep+1, ..., en) est une
base deE avec(e1, ..., ep) une base deF , alorsF est stable parf si et seule-
ment si la matrice def dans la base(e1, ..., en) est de la forme suivante(

A B
0 D

)
avecA une matrice de type(p, p), B une matrice de type(p, n − p), D une
matrice de type(n− p, n− p).
• SiF1, F2, ... etFp sont des sous-espaces vectoriels deE tels queE = ⊕Fi,
alors lesFi sont stables parf si et seulement si la matrice def dans une base
constituée d’une base deF1, suivie d’une base deF2, ..., suivie d’une base de
Fp, est de la forme

M1 0 0 . . . 0 0 0
0 M2 0 . . . 0 0 0

0 0
...

... 0 0 0
...

...
...

... 0 0 0

0 0 0
... Mp−2 0 0

0 0 0 0 0 Mp−1 0
0 0 0 0 0 0 Mp


avecMi de type(dim Fi, dim Fi).

On va maintenant introduire quelques définitions intéressantes dans le cadre de la
dimension finie.

Définition 267 (Définitions dans le cadre de la réduction en dimension finie)
• On appellepolynôme caractéristique d’une matrice carréeM le poly-
nômedet(X.I −M).
• Le polynôme caractéristique de la matrice d’un endomorphisme en dimen-
sion finie (le polynôme caractéristique n’est défini que dans ce cadre là) est
indépendant de la base choisie ; on l’appellepolynôme caractéristique de
cet endomorphisme.
On noteχM le polynôme caractéristique de la matriceM etχf le polynôme
caractéristique de l’endomorphismef .

Voyons maintenant quelques propriétés fondamentales de ces notions, toujours
dans le cadre de la réduction en dimension finie ; la preuve, très simple, n’est pas don-
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née.

Proposition 268 • Le polynôme caractéristique d’une matriceM est un poly-
nôme (preuve en considérant la définition première du déterminant).
• Le polynôme caractéristique d’une matriceM de type(n, n) est de degré
n, de coefficient dominant1 (preuve là aussi en considérant la définition du
déterminant, et en cherchant l’unique permutation qui donne le terme de degré
n dans le polynôme caractéristique). Le second coefficient est−tr M .
• Le polynôme caractéristique d’une matriceM est le polynôme caractéris-
tique de toute matriceN semblable àM .
• L’ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme en dimension finie est
égal à l’ensemble des0 de son polynôme caractéristique.
• Le polynôme caractéristique deM est égal au polynôme caractéristique de
tM .
• E K-espace vectoriel de dimension finie,F sous-espace vectoriel deE, f
endomorphisme deE, F stable parf , alorsχf|F |χf
• Dans unC-espace vectoriel de dimension finie≥ 1, tout endomorphisme
admet au moins une valeur propre.
• Le polynôme caractéristique d’une matriceM de type(2, 2) estX 7→ X2 −
tr M.X + det M
• Le polynôme caractéristique d’une matriceM de type(3, 3) estX 7→ X3 −
tr M.X2 − tr com(M).X − det M
• Le polynôme caractéristique d’une matriceM triangulaire de type(n, n) est
Πn
i=1(X −Mi,i)

Définition 269 On appelleordre d’une valeur propre d’un endomorphisme en
dimension finie le degré de multiplicité de cette valeur propre comme racine du
polynôme caractéristique.
On appellesous-espace caractéristiqueassocié à la valeur propreλ de l’en-
domorphismef d’un K-espace vectorielE de dimension finie le sous-espace
vectorielKer (f − λ.I)m avecm l’ordre de multiplicité deλ comme racine
du polynôme caractéristique def .
Un endomorphisme en dimension finie est ditdiagonalisablesi il existe une
base dans laquelle cet endomorphisme se représente par une matrice diago-
nale.
Une matrice en dimension finie est ditediagonalisablesi elle est semblable à
une matrice diagonale, c’est-à-dire si elle représente un endomorphisme dia-
gonalisable.
Un endomorphisme en dimension finie est dittrigonalisable si il existe une
base dans laquelle cet endomorphisme se représente par une matrice triangu-
laire.
Une matrice en dimension finie est ditetrigonalisable si elle est semblable
à une matrice triangulaire, c’est-à-dire si elle représente un endomorphisme
trigonalisable.

Toute matrice triangulaire supérieure est semblable à une certaine matrice tri-
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angulaire inférieure et toute matrice triangulaire inférieure est semblable à une certaine
matrice triangulaire supérieure, comme on s’en convaincra simplement en changeant
l’ordre des éléments d’une base ; ainsi lorsqu’un endomorphisme est trigonalisable,
on pourra en considérer indifféremment une représentation triangulaire supérieure ou
inférieure.

Notons que tout sous-espace caractéristique def , endomorphisme en dimension
finie, est stable parf .

Passons maintenant à quelques "gros" résultats de réduction en dimension finie.

Théorème 270Un endomorphismef deE K-espace vectoriel de dimension
finie est diagonalisable si et seulement si l’une des conditions suivantes est
vérifiée :
• E est somme directe des sous-espaces propres
• il existe une base deE formée de vecteurs propres def
• χf est scindé dansK[X] et la dimension de tout sous-espace propre est
égale à l’ordre de multiplicité de la valeur propre associée.

Démonstration : Les deux premiers• sont évident.
Le troisième est plus intéressant :
- la condition est suffisante, car la somme des sous-espaces propres est toujours

directe, et la somme des dimensions des sous-espaces propres est bien la dimension de
l’espace, donc l’espace est bien somme directe des sous-espaces propres.

- la condition est nécéssaire ; on le voit de manière évidente en considérant une
matrice diagonale pour laquelle la matrice def est diagonale.ut

Corollaire 271 Siχf est scindé à racines simples, alorsf est diagonalisable.

Démonstration : Si chaque valeur propre est d’ordre1, forcément l’espace propre
associé est de dimension1 ; donc ce corollaire découle immédiatement du théorème
précédent.ut

On va voir un renforcement de ce corollaire ci-dessous.

Théorème 272Un endomorphismef de E K-espace vectoriel de dimen-
sion finie est diagonalisable si et seulement si il existeP polynôme
scindé à racines simplestel queP (f) = 0.

Démonstration : • Si il existe un telP , alorsE est la somme directe desKer f −
λ.I pourλ dans l’ensemble des racines deP (voir le lemme des noyaux, proposition
264). Doncf est diagonalisable, clairement.
• Si f est diagonalisable, alors le polynôme caractéristique est scindé et la dimen-

sion de chaque espace propre est l’ordre de multiplicité de la valeur propre associée
comme racine de ce polynôme (d’après le théorème précédent).
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On peut alors écrireχF = Π(X − xi)ri avec lesxi distincts deux à deux ; consi-
déronsP = Π(X − xi). P est scindé à racines simples. Il reste à voir queP (f) = 0.

E est la somme directe desKer f−xi.I. Soitx appartenant àKer f−xi0 .I ; on a
f(x) = xi0 .x.P (f)(x) = Πi 6=i0(y 7→ f(y)−xi.y)◦(y 7→ f(y)−xi0 .y)ri0−1 (f(x)−
xi.x) = 0. DoncP (f) est nul sur des sous-espace vectoriel dont la somme estE ; donc
P (f) est nul.ut

Finalement, voici la méthodologie de la diagonalisation :
• On se donnef , endomorphisme d’unK-espace vectoriel de dimension finien.
• On détermine le polynôme caractéristique def
• Si χF n’est pas scindé, alors on ne peut pas diagonaliser
• SiχF est scindé, pour chaque valeur propreλ, on cherche siEf (λ) = Ker (f −

λ.I) est de dimension l’ordre deλ
• Si oui, on obtient une base dans laquelle l’endomorphisme est diagonal en réunis-

sant des bases des sous-espaces propres
• Dans le cas contraire, l’endomorphisme n’est pas diagonalisable ; on essaie alors

de trigonaliser (voir plus loin).
On peut ajouter quelques remarques permettant de simplifier la détermination de la

diagonalisabilité d’une matrice :
• une matriceM est diagonalisable si pour toutλ ∈ KM+λ.I est diagonalisable ;

si P−1.(M + λ.I).P = D, alorsP−1.M.P = D + λ.I
• La restriction d’un endomorphisme diagonalisable à un sous-espace stable est

diagonalisable (en effet la diagonalisabilité d’un endomorphisme équivaut à l’existence
d’un polynôme scindé à racines simples annulant cet endomorphisme)

Maintenant le théorème fondamental de la trigonalisation :

Théorème 273Un endomorphisme en dimension finie est trigonalisable si et
seulement si son polynôme caractéristique est scindé.

Démonstration : Il est évident que si l’endomorphisme est trigonalisable, alors
son polynôme caractéristique est scindé. La réciproque est donc le problème intéres-
sant. Soitf un endomorphisme d’unK-espace vectorielE de dimension finie.

On procède par récurrence sur la dimension de l’espace. En dimension1 le résultat
est clair ; on suppose maintenant le résultat vrai jusqu’en dimensionn−1, et on suppose
E de dimensionn.

Le polynôme caractéristique def étant scindé, il possède une racine, disonsλ. Soit
e1 un vecteur propre associé àλ, et complétons de manière à avoir(e1, ..., en) une base
deE.

La matrice def dans cette base est une matrice(n, n) de la forme
λ ∗ . . . ∗
0 M1,1 . . . M1,n−1

0 M2,1 . . . M2,n−1

0
...

...
...

0 Mn−1,1 . . . Mn−1,n−1


La matriceM a un polynôme caractéristique scindé, comme on s’en convaincra

facilement en considérant la définition du déterminant.
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Par la propriété de récurrence,M est donc trigonalisable ;PMP−1 = T , avecT
matrice triangulaire supérieure.

Alors on considère le produit suivant :



1 0 . . . 0
0 P1,1 . . . P1,n−1
0 P2,1 . . . P2,n−1

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.
0 Pn−1,1 . . . Pn−1,n−1





λ ∗ . . . ∗
0 M1,1 . . . M1,n−1
0 M2,1 . . . M2,n−1

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.
0 Mn−1,1 . . . Mn−1,n−1





1 0 . . . 0

0 P
−1
1,1 . . . P

−1
1,n−1

0 P
−1
2,1 . . . P

−1
2,n−1

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 P
−1
n−1,1 . . . P

−1
n−1,n−1



=



1 ∗ . . . ∗
0 T1,1 . . . T1,n−1
0 T2,1 . . . T2,n−1

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.
0 Tn−1,1 . . . Tn−1,n−1



(les∗ représentant des scalaires quelconques)
Le résultat est ainsi établi.ut

Corollaire 274 Toute matrice à coefficients complexes est trigonalisable dans
Mn(K).

Démonstration : Rappelons juste le théorème de D’Alembert-Gauss : un poly-
nôme à coefficients complexes est scindé surC.ut

Ce dernier théorème va permettre de démontrer un théorème important, le théorème
de Cayley-Hamilton :

Théorème 275 (Cayley-Hamilton)Soitf un endomorphisme d’unK-espace
vectoriel de dimension finie. Alorsχf (f) = 0.

Démonstration :
•On montre tout d’abord le résultat pourK = C. Ensuite, puisque le polynôme ca-

ractéristique d’une matrice à coefficients réels est le même que l’on la considère comme
matrice réelle ou complexe, et puisqu’un endomorphisme est nul si et seulement si sa
matrice associée est nulle, le résultat sera aussi valable pourK = R.
• χf est un polynôme scindé, puisque l’on travaille dansC ; donc on peut trigona-

liserf .
• On se donnne(e1, ..., en) une base dans laquellef est représenté par une matrice

triangulaire supérieure.
• On noteχf = Πn

i=1(X − xi), avecxi le i-ième terme sur la diagonale de la
matrice def dans la base(e1, ..., en).
• On notePi = Πn

j=1(X − xi).
• On considère la propriétéP (i) définie parP (i) ⇐⇒ ∀j ∈ [1, i]Pi(ej) = 0 ; on

montre facilement par récurrence qu’elle est vraie pour touti compris entre1 etn.ut

Proposition 276 Si le polynôme caractéristique est scindé, la dimension d’un
sous-espace caractéristique est égale à l’ordre de multiplicité de la valeur
propre associée.

Démonstration :
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Pendant l’ensemble de la preuve, on noteIp la matrice identité àp lignes etp
colonnes.
• Notonsf un endomorphisme d’un espace vectorielE de dimensionn, de poly-

nôme caractéristique scindé.
• SoitF sous-espace caractéristique associé à la valeur propreλ de multiplicitém.
• Dans une certaine base,f est représenté par une matrice triangulaire supérieure

(théorème273). SoitM cette matrice :

M =
(
λ.Idm +N P

0 Q

)
oùN est triangulaire supérieure à diagonale nulle,P quelconque,Q triangulaire supé-
rieure (n’admettant pasλ pour valeur propre).
• Une vérification immédiate révèle alors que(f − λIdn)m est représenté par la

matrice suivante (N est nilpotente d’indice de nilpotence< m) :(
0 P ′

0 (Q− λ.Idn−m)m

)
• On en déduit donc que le rang de(f − λIdn)m estn−m (rappelons queλ n’est

pas valeur propre deQ).
• On a donc biendim F = n− (n−m) = m.ut
On peut alors passer au théorème suivant, fournissant une jolie représentation d’un

endomorphisme trigonalisable :

Théorème 277Soit f un endomorphisme d’unK-espace vectorielE de di-
mension finien. Alors E est la somme directe des sous-espaces caractéris-
tiques associés àf , et dans une certaine basef a pour matrice

M1 0 0 . . . 0
0 M2 0 . . . 0

0 0
...

... 0
...

...
...

... 0
0 . . . 0 0 Ml


avecMi une matrice triangulaire supérieure de type(m,m) comportant seule-
ment desλi sur la diagonale et avecm l’ordre deλi.

Le corollaire qui suit, et la partie5.3.3de calcul de l’exponentielle d’un endo-
morphisme donnent des applications à ce résultat.

Démonstration : Il suffit de considérer les espaces caractéristiques ; leur somme
est directe et égal àE (par le théorème de Cayley-Hamilton), ils sont stables parf , on
peut donc considérer les restrictions aux différents sous-espaces caractéristiques.
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D’où le résultat.ut

Corollaire 278 Si f est un endomorphisme de polynôme caractéristique
scindé d’unK-espace vectorielE de dimension finien, alors f s’écrit de
manière unique comme somme d’un endomorphisme diagonalisableet d’un
endomorphisme nilpotent, qui commutent.

Démonstration : L’existence de cette écriture est facile ; il suffit de considérer la
matriceM donnée par le théorème précédent, et d’écrireM = D + N , avecD une
matrice diagonale, etN une matrice triangulaire supérieure à diagonale nulle.

L’unicité sera ici admise.ut
Voyons maintenant la méthodologie de la trigonalisation ; elle fait suite à celle de

la diagonalisation, dans le cas où la diagonalisation est impossible. En fait on ne va pas
simplement chercher à trigonaliser ; on va essayer si possible d’obtenir une décompo-
sition comme celle proposée dans le théorème277.

On se donne un endomorphismef d’unK-espace vectorielE de dimensionn.
•On cherche si le polynôme caractéristique est scindé. S’il ne l’est pas,f n’est pas

trigonalisable
• On détermine les sous-espaces caractéristiques
•On détermine une base de chacun de ces sous-espaces, dans laquelle la restriction

de l’endomorphisme est représentée par une matrice triangulaire supérieure ; cela se
fait par récurrence, comme on peut le voir dans la démonstration du théorème273.
• On prend la réunion de ces bases, et on a une représentation comme souhaitée.

5.3 Applications de la réduction d’un endomorphisme

5.3.1 Application au calcul d’un polynôme d’endomorphisme

On se donneM la matrice de l’endomorphismef d’un espace vectoriel de dimen-
sion finien. Son polynôme caractéristique est appeléP .

Par le théorème de Cayley-Hamilton

Alors supposons que l’on chercheQ(f), avecQ un polynôme deK[X]. On déter-
mine alors la division euclidienneQ = P.A+B.

Q(f) = P (f).A(f) +B(f) = B(f) carP (f) = 0

Il suffit donc ensuite d’avoir préalablement calculé lesMk pourk ∈ [0, n− 1].

Par diagonalisation

On suppose ici queM est diagonalisable. SiM = L.D.L−1, alorsQ(M) =
L.Q(D).L−1 ; siD est choisie diagonale,Q(D) est donc vite calculée. Cette méthode
est efficace seulement si il s’agit de calculer de nombreuses fois des polynômes d’un
même endomorphisme ; lorsque l’on change d’ endomorphisme à chaque fois, la dia-
gonalisation est trop laborieuse.
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5.3.2 Application aux suites récurrentes linéaires

Définition 279 On considère une suite d’éléments d’un corpsK de carac-
téristique nulle définie par récurrence parun = a0un−p + a1un−p+1 +
a2un−p+2 + ... + ap−1un−1 (ui étant donné pouri < n). On peut en fait
noterXn = (un+p−1, un+p, ..., un) ; alorsXn+1 = MXn, avec

M =

0 1 0 ... ... 0
0 0 1 0 ... 0

0 ... 0 1 0
...

... ... ...
...

...
...

0 ... ... ... 0 1
a0 a1 ... ... ap−2 ap−1

On supposea0 non nul, cas auquel on peut toujours se ramener.
Une telle suite est ditsuite récurrente linéaire.
Le polynôme caractéristique deM estP = Xp − a0 − a1X − a2X

2 − ... −
ap−1X

p−1. Par définition, ce polynôme est ditpolynôme caractéristiquede
la relation de récurrence linéaire.

L’espace vectorielE des suites vérifiant la relation de récurrence donnée est le
noyau deP (f), avecf l’application qui à une suite(un) associe(un+1) (ceci découle
immédiatement de la définition deP !).

On va faire l’hypothèse queP est scindé, ce qui dans le cas de suites réelles ou
complexes est une hypothèse qui n’enlève rien à la généralité, puisqu’on peut toujours
supposer la suite complexe. On peut alors appliquer D’Alembert-Gauss pour conclure
queP est scindé .

Par le lemme des noyaux (proposition264), on constate queE est égal à la somme
directe desKer (f−λiI)νi avec lesλi les racines deP avec pour ordres de multiplicité
lesνi.

On va donc chercher à exprimer les solutions comme combinaisons linéaires d’élé-
ments desKer (f−λiI)νi . Il convient donc de déterminer une base deKer (f−λI)ν .

Pour cela on considère l’opérateurD deK[X] dansK[X] qui àQ associeQ◦ (X+
1)−Q. On identifieN àN.1K, de manière évidente. On considère alorsQ appartenant
àK[X], de degré< ν ; on définit ensuiteun = uQn = λnQ(n). L’image de la suiteun
parf − λI estn 7→ λn+1

D(Q) ; son image par(f − λI)2 estn 7→ λn+2
D

2(Q), et
ainsi de suite jusqu’à son image par(f−λI)ν qui estn 7→ λn+ν

D
ν(Q). Or on constate

immédiatement quedeg D(Q) = deg Q− 1 siQ est de degré≥ 1, etD(Q) = 0 sinon,
et donc vu la limite sur le degré deQ, (f − λI)ν(un) = 0.

Donc on obtient des éléments deE en considérant des suites de la formen 7→
λni n

q, pour0 ≤ q ≤ νi. Il reste à voir si l’on obtient bien une base deE. Si la famille
est libre, alors son cardinal fait que l’on a bien une base deE. Il suffit donc de montrer
que cette famille est libre.

Il suffit donc de montrer que l’applicationQ 7→ uQ est linéaire et injective. La
linéarité est évidente. Supposons maintenant queuQ = 0. AlorsQ(n) = 0 pour toutn
(en effetλi est non nul, car nous avons imposéa0 non nul ; doncQ est nul.

D’où le résultat désiré. Etant donnés les premiers termesui pour i < n, on peut
reconstituer alors la suite en écrivant à priori la suite sous la forme

∑
Qi(n)λni avec
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Qi de degré< νi ; les coefficients se déduisent par une résolution de système linéaire.

5.3.3 Calcul d’exponentielle de matrice

On suppose donnée une matriceM , de polynôme caractéristique scindé (hypothèse
peu restrictive dans la mesure où l’on considère éventuellement la clotûre algébrique).

On cherche à calculer l’exponentielle deM .
M peut être trigonalisée, dans une base constituée d’une réunion de bases d’es-

paces caractéristiques ; avecP la matrice de passage correspondante,N = PMP−1

est donné par la proposition277; une matrice diagonale par blocs, chaque bloc étant
somme d’une homothétie et d’un nilpotent.

On a alorsexp(M) = P exp(N)P−1. Le calcul deexp(N) peut se faire par blocs.
Il suffit donc d’être capable de calculerexp(λ I +Q), avecQ nilpotent.

Pour cela il suffit de constater queexp(λ I+Q) = eλexp(Q) carI etQ commutent,
et que

exp(Q) =
∑ 1

k!
Qk = I +Q+

1
2
Q2 + ...+

1
p
Qp

siQp+1 = 0 ; on est ainsi ramené à une somme finie.
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