Chapitre 1

Topologie

1.1 Espaces topologiques

1.1.1 Cas le plus général d’espace topologique

Définition 1 (Topologie) Une topologie 7 sur I'ensembleX est une partie
7T C P(X) vérifiant :

e L'ensemble vid@ et X sont dansl’

e 7 est stable par réunions arbitraires

e 7 est stable par intersections finies

Un tel couple(X, 7) est appelé espace topologique. Les élément§ dent
appelés lepuverts de la topologie.
Une partie deX est diteferméesi son complémentaire est ouvert.

Exemples :
e La topologie discréte sur I'ensemhlé est la topologieZ; = P(X)
e La topologie grossiére sur 'ensembteest la topologieZ, = {0, X'}
e SurN = N U {40}, la topologie usuelle est I'ensemble désgels quel/ C N ou
+o00 € U AN\ U est cofini.

On verra aussi d’autres exemples en partids2et 1.2

Proposition 2 Si X est un espace topologique alors

e X et() sont des fermés d&

e Une intersection quelconque de fermés est un fermeé
e Une union finie de fermés est un fermé
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Démonstration : Immédiat, par passage au complémentaire.

Définition 3 (Séparation par des ouverts)On dit que la partied et la partie
B sontséparées par des ouverts'il existe deux ouvert§ etV tels queA C
UetBCVtelsqueU NV = 0.

1.1.2 Espaces métriques et espaces normés

Définition 4 (Métrique) Unemétrique ou distancesur 'ensembleX est une
applicationd : X x X — [0, 400 vérifiant :

oed(z,y) =0 <= z=y

o d(z,y) =d(y,z)

e d(z,y) <d(z,z)+ d(z,y) (propriété diteinégalité triangulaire)

On dit alors que( X, d) est unespace métrique

Exemples :
o dp = (3 |z —uyilP)M/P
o doo = max|z; — y;i

Propriété :
o ld(x,z) —d(y, 2)| < d(,y)

Définition 5 (Boules) Si = est un point de I'espace métriqu& et r €
[0,+00[, on appelleboule ouverte (resp. fermée)e centrex et de rayon
r, 'ensemble deg tels qued(z, y) < r (resp.d(x,y) < r).

On appellesphérede I'espace métriqué& de centrex et de rayon- 'ensemble
desy tels qued(x, y) = r.
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Proposition 6 Si X est un espace métrique, la famille de partiesXalont
les éléments sont les réunions arbitraires de boules ouvertes est une topplogie
sur X. Cette topologie est appelée la topolog®sociéa la métrique.
Une partieX d’'un espace métriqué& est ditebornéesi étant donné un point
e dansF la distance der a e pour z dans X est majorée par une certaing
constanté. Cela équivaut aussi au fait que la distance entre deux points quel-
conques deX est bornée. C'est a dire que :

- si pour un pointz, y — d(z,y) est bornée, alors pour tout point, y —
d(x,y) est bornée.

- si pour tout pointz y — d(z,y) est bornée, alor$z, y) — d(z,y) est aussi
bornée.

aLa notion est indépendante du pointhoisi, grace a I'inégalité triangulaire.

Démonstration : La vérification est fastidieuse et ne présente pas de difficulté.

La notion de borné dépend de la métrique et pas de la topologie! C'est a dire
gque méme si deux métriques sont topologiquement équivalentes (voir défidtes
n'ont pas nécessairement les mémes parties bornées. En fait pour toute mé&taque
peut construire une métrique équivaledtgard’'(z,y) = In(1 + 11(;;;/)1;) ), telle que
toute partie soit bornée. (

Propriétés :
e Dans un espace métrique, une partie est fermée si et seulement si elle contient la
limite de toute suite convergente a valeurs dans cette partie.
e Une boule ouverte est ouverte, et donc un espace métrique est séparé
e Une boule fermée est fermée
e Une spheére est fermée
e Dans un espace métrique, une suitg).,,cn tend verse si et seulement si(xz,,, x)
tend ver9.

Exercice 7 e La topologie usuelle suR ou C est la topologie associée a la distance
d(z,y) = |z —y].

e La fonction qui ar ety associd) sixz = y et1 sinon est une métrique. Cette métrique
est associée a la topologie discréte, pour laquelle toute partie est a la fois un ouvert et
un fermé.

¢ Si f est injective deX dansR, alors la fonction qui & ety associe| f(z) — f(y)|

est une distance Sux.

e La topologie usuelle suR = R U {—o0, o0} est définie par la distancé(z,y) =

|F(@) — f(y)], avecf(z) = 12, f(+o0) = Let f(—o0) = 1.
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Définition 8 (Isométrie) Etant donnés deux espaces métriqiiest F', une
application f de E dans F' est uneisométrie si V(z,y) dr(f(x), f(y)) =
dE(l‘, y)

Définition 9 (Métrisable) Une topologie est ditenétrisable si et seulement
si il existe une métrique telle que la topologie soit associée a cette métrique.
Deux métriquesl; et d, sont diteséquivalentessi il existea et 3 tels que
ady < dy < Bdy 2, aveca, 8 > 0.

Deux métriques sont ditaspologiquement équivalentesi elles définissent
la méme topologie.

a0n dit aussi quel; etds sontLipschitz-équivalentes

Soient deux distancek etds sur un espacé&; alors l'identité dg E, d; )
dans(E, dy) est un homéomorphisme si et seulement; £t d, sont topologiquement
équivalentes, et elle est lipschitzienne et d’inverse lipschitzg et seulement si; et
do sont équivalentes.

Proposition 10 (Existence de topologie non métrisabled) existe des topo-
logies, méme séparées, non métrisables.

Démonstration : Il est clair que toute topologie non séparée n’est pas métrisable.

Considérons, pour avoir un contre-exemple plus intéressant, une topologie séparée
non métrisable. Ce contre-exemple fait appel a quelques notions qui seront définies
ultérieurement, et peut donc étre laissé de c6té en premiére lecture.

SoitR¥, muni de la topologie produit.

Supposons que cet espace topologique soit métrisable.

Alors tout point est a base dénombrable de voisinage.

Soit (U,,) une base de voisinages @le

Alors pour toutn, U,, contient un voisinage d&(la fonction nulle deR dansR) de
la forme

Vo ={f¢€ RR/Vi € [L, Nl f(zni)| < €n}

On considére alorg 'ensemble des;,, ; pouri < N,, etn € N.
Cet ensemble est dénombrable comme union dénombrable d’ensemble finis.
Soit maintenant dansR n’appartenant pas’&.
Alors {f € R®/|f(z)| < €} est un ouvert, qui n’est manifestement inclus dans
aucunv,.

1Une application est ditbilipschitzienne si elle est lipschitzienne et d'inverse lipschitzien.
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Il est & noter qug0, 1}* convient aussil

Proposition 11 Une topologie_métrisableast entierement caractérisée par
les propriétés de convergence de suites.
C’est a dire que si pour deux topologies métrisables, les suites convergentes
sont les mémes et ont mémes limites, alors ces deux topologies sont égales.

Démonstration : Il suffit de voir que I'on caractérise un fernté d'un métrique
par le fait qu'il contient les limites de toute suite convergente d’'éléments @onc les
fermés sont caractérisés par les propriétés de convergence de suite, et donc les ouverts
aussi par passage au complémentaire.

Proposition 12 e Si deux distancé; et d, sont équivalentes aloré, et ds
définissent la méme topologie.
e 0N peut avoir la méme topologie sans avoir cette relation.

Démonstration : Le premiere est facile, le second s’obtient en considéddift, y) =
min(1,d(z,y)), avecd une distance quelconque non borngée.
Il est intéressant de noter que méme en ajoutant une condition a I'équivalence tradui-
sant que I'on peut se limiter aux "petites" distances, on a un contre-exemple avec par
exempled, /, etd; qui definissent la méme topologie sans étre Lipschitz-équivalentes,
méme sur les petites distances.
On peut aussi noter que lég pourp > 1 sont Lipchitz-équivalentes entre elles, cela
se montre patl, < d, < n'/Pd,,
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Dans la suité&k désigne un des deux cor@gsou C muni de sa topologie usuelle.

Définition 13 (Norme) SoitE un espace vectoriel sur le corfgs avecK = R

ouK = C. Unenorme sur E est une applicatiofj . || de E dans|0, +oo| vé-

rifiant :

e || x ||= 0 sietseulement si =0

evVoye Bonallz+y|<|z|+]yl

eVieKVze Eonal| Az |= A z|

S’il ne manque que la premiére propriété, on parlesgeni-norme

On appelle vecteur unitaire un vecteutel que|| = ||= 1.

Un espace muni d’une norme est appefpace norméou espace vectoriel
norme.

Dans un espace normé une séfle x,,) est ditenormalement convergente
si> i, [lzi]| converge.

Enfin une définition nécessitant la notion de continuité (définie ultérieure-
ment) : on appellésomorphisme de I'espace vectoriel normé& dans l'es-
pace vectoriel norméF une application linéaire continue bijective de régi-
proque continue (c’est a dire qu'il s’agit d’'un morphisme algébrique (i.e.|au
sens des espaces vectoriels ) et d'un homéomorphisme).

Exemples :
e SurR™, les applications suivantes sont des normes :
(@1, ) = 2] o = Mazieq, ny |74
-pourp réel> 1,z — ||z, = (X,cqy. uy |2:[7)'/? » Un peu plus difficile : sur
R[X], les applications suivantes sont des normes :
-P— ||P||o = SUPxe[O,l]|P(x)|
“Pe 1Pl = Jy [Pt

Propriétés :
e La norme est convexe.

Définition 14 (Distance associéetant donnée une norme on définit udie-
tance associéear d(x,y) =|| z — y ||

Définition 15 (Normes équivalentes)Deux normes| . ||; et|| . ||z sur un
méme espace vectoriel satjuivalentessi il existea, 5 > 0 tels quea. ||
z i<l @ [l2< B. [ 2 [lr
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Théoréme 16 Deux normes sont équivalentes si et seulement si elles |défi-
nissent la méme topologie.

Démonstration : L'une des deux implications résulte d&. L'autre s'obtient fa-
cilement, I'une des deux inégalités aprés l'autre, en constatant qu’'une boule de centre
0 et de rayonl pour I'une des normes contient une boule pour I'autre ndrme.

1.1.3 Notion de voisinage

Définition 17 (Voisinage) Soit X un espace topologique. UmisinageV de
x € X estun ensemble tel qu'il existe un ouvigravecz € U C V.
On note paV(z) I'ensemble des voisinages de

Proposition 18 Un sous-ensemble d'un espace topologique est ouvert si et
seulement si il est un voisinage de chacun de ses points.

Démonstration :

e Soit un ouverl/, etz dansU. On az € U C U... DoncU est voisinage de.

e Soit U voisinage de chacun de ses points. A chaque pogmsocions I'ouvert
U, tel quex € U, € U. Laréunion ded/, est un ouvert, contient tous lesde U et
est incluse dan¥ ; c’est doncU. DoncU est un ouvert

Proposition 19 e Siz € X, X espace topologique, & C V', etV € V(z),
alorsV’ € V(z).
e pour toutV, V' € V(z), alorsV NV’ € V(z)

Démonstration : e V contient par définition un ouvert contenant!” étant inclus
dansV’, V' contient ce méme ouvert. DoA€ est un voisinage de.
e V etV contiennent chacun un ouvert contenant’intersection de ces deux ou-
verts est un ouvert, contiemtet est inclus dang NV’ ; doncV N V' est un voisinage
dez.O
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1.1.4 Fermeture, intérieur, extérieur, frontiere

Définition 20 (Fermeture ou adhérence)Si A C X, I'adhérence (dite aussi
fermeture) de A est I'intersection de tous les fermés contendnt’est donc
le plus petit fermé contenart. On noteA I'adhérence ded.

Propriété :
A, B partiesdeX ; alorsAUB=AUBetANB C ANB.

Définition 21 (Point d’accumulation d’une partie) On appellepoint d'ac-
cumulation d’une partie A un pointz adhérent a4 \ {z}.
On appelleensemble dérivé ded I'ensemble des points d’accumulation de

Propriété :
Un ensemble dérivé dans un espace séparé est toujours un fermé.

Lemme 22 Si A est une partie de I'espace topologiqie on a I'équivalence
suivante : -
€A = VWeV(E),VNA£D

Démonstration : Il suffit de constater les points suivants :
e y ¢ A si et seulement si on peut trouver un ferm€&ontenantd et ne contenant pas

Y.
e On consideére le complémentaire Hel

Définition 23 (Ensemble dense)Jn sous-ensemble dé estdensedansX si
son adhérence esf.

) La densité sera utilisée dans les théorémes de prolongement, prolongement
des identités, prolongement de fonctions uniformément continues (capital par exemple
pour le théoréme de Plancherel, cité dans la parfieset démontré dans f]). Le pro-
longement de fonctions continues servira aussi a construire des solutions maximales
d’équations différentielles (voir théoréme de Cauchy-Lipschfz On pourra aussi
voir I'exercice ? ? référence selon lequel tout espace métrique complet connexe locale-
ment connexe est connexe par arcs.

La densité servira aussi pour prouver le théoréme d'Arzéla-A8€ple théoréme
de Moore (voir livre ? ?), I'inégalité de Hardy (voir livre]).

De nombreux résultats de densité dans les Banach auront de vastes applications;
il y a déja toutes les applications du théoreme de Ba@e (théoreme de I'applica-
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tion ouverte, théoreme du graphe fermé, théoréme d’isomorphisme de Banach, que
I'on trouvera tous a la suite du théoreme de B&i#€). On pourra enfin consulter le
théoreme de Goldstine, dans le livre ? ?.

Par ailleurs, la séparabilité est par définition liée a la densité, voir la défifiifion
et la liste d’applications qui y est donnée.

Enfin, certains résultats de densité seront fondamentaux pour de multiples appli-
cations pratique (approximation) : on pourra consulter le chap#tr€ela servira par
exemple pour la transformée de Fourier - en fait les bases hilbertiennes sont basées sur
la densité.

N’oublions pas aussi de petits résultats dus a la densit¢ densR : le fait que
tout ouvert deR s’exprime comme union dénombrable d’intervalles ouverts.

Proposition 24 A est dense danX si et seulement si tout ouvert non vige
intersecteA.

Démonstration : Cela résulte directement du lemme ci-de<sus.

Définition 25 (Intérieur) L'intérieur du sous-ensemblé de I'espace topo-
logique X, notéInt(A), est la réunion de tous les ouverts inclus dahs’est
donc le plus grand ouvert contenu dass

Propriétés :
e A, Binclus dansX ; alorsInt (AU B) = Int AU Int BetInt (AN B) =
Int ANInt B. e Sideux ouverts sont disjoints, alors les intérieurs de leurs adhérences
sont disjoints.
eInt(X\A)=X\A(eInt A= X\ (X\A)).

Proposition 26 Le pointz est dandnt(A) si et seulement sk € V(z)
Le pointz est dangnt(A) si et seulement s'il existé € V(x) avecV C A

Démonstration : Je ne vous ferai pas l'injure de le démontrer.

Définition 27 (Extérieur) L’extérieur de A, noté Ext(A), est I'intérieur du
complémentaire dd.

Proposition 28 Ext(A) = {z|3V € V(z)/V N A =0}

Démonstration : EvidentO
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Définition 29 (Frontiére) La frontiere de A, notéeF'r(A) est son adhérenc
privée de son intérieur.

11°

Propriété :F'r(A) = AN X \ A.

Proposition 30 Un ensemble est a la fois ouvert et fermé si et seulement|si sa
frontiére est vide.

Démonstration :

e Soit A cet ensemble. Commaé est fermé, il est égal a son adhérence, et comme
il est ouvert, il est égal a son intérieur, donc sa frontiére, égale a son adhérence privée
de son intérieur, est vide.

e Réciproquement, si la frontiere dé est vide, et s'il est non vide, cela signifie
gue son intérieur est au moins égal adonc qu'il est ouvert. Et si sa frontiére est vide,
cela signifie que son adhérence ne peut pas étre plus grande que lui, donc il est fermé.

Théoréme 31e Int(A) = {z € X|3V € V(z),VNX\ A =0}

e Ext(A)={zx e X|V €V(z),VNA=0}

e Fr(A)={z e X| AV eV(@),VNA=0VVN(X\A) =0} ={z¢€
XNV eV(),VNA#DAVN(X\A)#0}

X est réunion disjointe de son intérieur, son extérieur et sa frontiére.

Démonstration : Chacune de ces propriétés se démontre en deux lignes, simple-
ment en écrivant bien formellement ce que I'on cherche a démantrer.

1.1.5 Base d'ouverts et base de voisinages

Définition 32 (Base d'ouverts) Soit X un espace topologique. Une familke
d’ouverts deX est unebase d’ouvertssi tout ouvert est une réunion d’éle
ments des.

Proposition 33 Une familleB d’ouverts est une base d’ouverts si et seulement
si quel que soit 'ouvert/ etz € U il existeV € Btelquex € V C U.

Démonstration :  Si B est une base d’ouverts, alors étant donnéslU, on consi-
dére un élément” de B qui contientzx ; la réciproque se fait en considérant pour un
ouvert donné la réunion d&sobtenus par la propriété en considérant les différents

10
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Proposition 34 e Dans un espace métrique, les boules ouvertes de rayon ra-
tionnel forment une base d’ouverts
e Dans le cas d®™ muni de la métrique usuelle, les boules ouvertes de rayon

rationnel et a coordonnées toutes rationnelles forment une base dénombrable
d’ouverts
¢ DansR tout ouvert est en fait une réunion dénombrable d’intervalles ouverts
deux a deux disjoints (et réciproquement).
e DansR un fermé n’est pas nécessairement une réunion dénombrable d’inter-
valles fermés deux a deux disjoints, et une réunion dénombrable d’intervalles
fermés deux a deux disjoints n’est pas nécessairement fermeée.

Démonstration :

e SoitU un ouvert d'un espace métrique,aetlansU ; on montre qué/ contient
une boule de rayon rationnel contenantPour cela on note quE est réunion de
boules ouvertes, donc contient au moins une boule ouvede rayonr et de centre
O contenantz ; on note alors’ la distance de: & O ; toute boule ouverte centrée en
de rayon rationnel inférieur@a— r’ convient (on peut aussi choisir de raisonner sur les
boules centrées sar de rayon adéquat...).

e Soit U un ouvert deR”, etz un point deU. On considére une boule ouverte
contenantr et incluse dan# ; soitO son centre et son rayon. Alors soit’ la distance
dex a0, ety un point de coordonnées rationnelles situé a une distantférieure a

T*;/ deO. Alors toute boule centrée syrde rayon rationnel compris entré+ %T/

etr’ +2.757 convient.

e En plusieurs points :

- Soit U un ouvert deR ; alors étant donné un rationnel deon considére I'in-
tervalle maximal le contenant. On parcourt ainsi tbytet on a bien un ensemble
dénombrable d'intervalles ouverts.

- Une réunion d’ouverts est toujours un ouvert.

e Deux contre-exemples :

- le cantorK® (voir partie1.6.13 n’est pas une réunion dénombrable d’intervalles
fermés disjoints.

- 'ensemble ded /n est une réunion dénombrable d'intervalles fermés disjoints,
mais n'est pas fermé&

Définition 35 (Base dénombrable d'ouverts)X est a base dénombrable
d’ouverts si on peut trouver une base d’ouverts qui soit dénombrable.

Proposition 36 Un espace a base dénombrable d’ouverts contient un|en-
semble dénombrable dense

Démonstration : Il suffit de considérer un point par ouvert non vide d’'une base
dénombrable]

11
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Définition 37 (Espace séparable)Un espace estéparablesi il contient un
ensemble dénombrable dense.

) Cela sera notamment utile pour définir une métrique sur la boule unité fermée
du dual d'un espace séparable (pour la topologie faible). Ceux qui veulent en savoir
plus peuvent aller voir la propositidrB5.

On note en particulier gu'un ensemble & base dénombrable d’ouverts est séparable
(il suffit de prendre un point dans chaque ouvert) ; il s'agit de la proposition précédente.
La réciproque est vraie dans le cas des espaces métriques :

Théoreme 38 Un espace métrique est séparable si et seulement s'il admet une
base dénombrable d’ouverts.

) Ce résultat permettra de conclure que tout espace métrique compact admet une

base dénombrable d'ouverts (voir résuli&t’) et d’en déduire que tout espace mé-

trigue compact est de cardinal au plus la puissance du continu (voir réstfjat
Démonstration : La remarque précédente donne l'un des deux sens. Récipro-

guement supposons qué soit métrique séparable. Sdit,/n € N} un ensemble

dense dénombrable. Alors I'ensemble des boules de centee de rayonl/j avec

(i,7) € N x N* est une base dénombrable d’ouveits.

Définition 39 (Base de voisinagespoitz € X, une familleB(x) de voisi-
nages der est unebase de voisinagese z si pour toutV € V(x) il existe
V' € B(zx) avecV’' C V.

Définition 40 Un espace est base dénombrable de voisinages chacun de
ses points admet une base dénombrable de voisinages.

Exercice 41 Tout espace métrique est a base dénombrable de voisinages.

Démonstration : |l suffit de considérer les boules de raybfi de centrex pour
avoir une base dénombrable de voisinages.de

12
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1.1.6 Continuité et limite

Définition 42 (Continuité ponctuelle) Soit f une application entre espaces
topologiquesy estcontinue enx si et seulement si quel que sbite V(f(x)),
I'image réciproquef —!(V') est un voisinage de (ie si3U € V(X)/f(U) C
U).

f estcontinue si f est continue en tout point.

Exemples :
e La distance est continue (en vertu de la propriéte, z) — d(y, z)| < d(z,y)).
e La norme est continue (comme composée d'applications continues, puisgtie
(z,z) est continue, etz,y) — d(z,y) est continue, aved la distance associée a la
norme.
e La multiplication par un scalaire et I'addition sont continues pour la topologie asso-
ciée a la norme.

Définition 43 (Semi-continuité) Une applicationf de X dansR estsemi-
continue inférieurementsi pour toutc on a f ~*(J¢, +-oc[) ouvert.

Une applicationf de X dansR estsemi-continue supérieuremensi pour
toutconaf~1(] — oo, c[) ouvert.

Proposition 44 e Une fonction a valeurs dank est continue si et seulement
si elle est a la fois semi-continue inférieurement et semi-continue supérieure-
ment.
e La bornesup d'une famille de fonctions semi-continues inférieurement est
semi-continue inférieurement.
¢ La fonction caractéristique d’'un ouvert (resp. fermé) est semi-continue jnfé-
rieurement (resp. supérieurement).

Théoréme 45 (Stabilité de la continuité par composition)Si f est continue
enx et sig est continue erf(z), alorsg o f est aussi continue en

Démonstration : L'image réciproque d'un voisinage d¢ f(z)) est un voisinage
de f(x), 'image réciproque d’'un voisinage déz) par f est un voisinage de, donc
I'image réciproque d’un voisinage de> f(x) parg o f est un voisinage de. D’ou la
continuité degy o f enx.0

13
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Corollaire 46 Si f etg sont continues, alorg o f est continue.

Démonstration : Limage réciproque d’'un ouvert pgtest un ouvert, 'image ré-
ciproque d'un ouvert pag est un ouvert, donc I'image réciproque pae f est un
ouvertO
(on peut aussi simplement utiliser le théoréfde

Proposition 47 Soit3 une base de voisinages dér).
f est continue en si et seulement si quel que sbite B, f~1(B) € V(x).

Démonstration : Soit un voisinagd/ de f(z), il contient un certairl” apparte-
nant aB. L'image réciproque d& étant un voisinage de, I'image réciproque d&/
contientl” et est donc aussi un voisinage el

Théoréme 48 Les assertions suivantes sont équivalentes :

e f est continue

e Pour tout ouverlJ, f~1(U) est un ouvert dex..

e Pour tout fermé, f~1(F) est un fermé de.

e Pour tout ouvert’ € B, avecB une base d’ouverts.~!(V) est ouvert

e Pour toutA, f(A) C f(A)

Démonstration : L'équivalence entre les 4 premiéres assertions est claire. La cin-
quiéme assertion est une conséquence facile de la continuité (desuffit de voir
quelle équivaut a4 c f~'(f(A)) et de rappeler que 'adhérence deest l'inter-
section de tous les fermés contendnt Réciproquement, en supposant la cinquieme
assertion vraie, on montre facilement que tout fefirde I'image def vérifie f~1(F)
fermé. Il suffit de voir alors qué¢ est continue d&X versY si et seulement si elle est

continue en tant que restriction dgsur f(X).0

) On peut noter alors que giest une application d& dansY’, alors siX est
muni de la topologie discréte (topologie égale a 'ensemble des partiesalesiY est
muni de la topologie grossiére (topologie limité¢@ Y }) alors f est nécessairement
continue.

Définition 49 (Limite) Soitf : X \ {zo} — Y, avecz, € X. On dit quey
est unélimite de f enx, si pour tout voisinagé” de y dansY’, la réunion
f71(V) U {zo} estun voisinage dey.
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Proposition 50 Les propriétés suivantes sont équivalentes au fait lgseit
limite dex,, :

e pour tout voisinagd’” del, il existe un nombre fini de,, en dehors dé’.

e Dans le cas ou I'espace est métrique : la distance:gé c tend verd).

Lemme 51 f est continue eny si et seulement gi(xo) est limite def| x\ (.}
enxy.

Démonstration : Faisable sans trop de difficultgs.

Définition 52 (Point isolé) x, estisolési et seulement diz(} est ouvert.
Un espace topologique est discret si tous ses éléments sont des points isg

Lemme 53 Le pointz, n'est pas isolé si et seulementisi\ {zo} # 0, pour
toutV € V(xy), et encore si et seulementisi € X \ {zo}.

Démonstration : ClairOd

lés.

Un probléme est la non-unicité de la limite, a priori. Nous avons donc besoin de la

notion d’espace séparé, que I'on définira un peu plus loin.

Définition 54 (Homéomorphisme) Un homéomorphismeest une applica-
tion bijective continue et de réciproque continue.

Démonstration : Rien de difficile dans tout ¢a; notons que la réciproque

Exercice 55 (Quelques propriétés des homéomorphismess)L'identité est un ho-
méomorphisme.

e Une composition d’homéomorphisme est un homéomorphisme.

e Sur un espace normé, la translation et I’'hnomothétie de rapport non nul sont
méomorphismes.

e L'ensemble des homéomorphismesXeers X est un sous-groupe de I'ensemble
des bijections d&X versX.

des ho-

d’'une

homothétie est une homothétie, et qu'une homothétie est continue parce que les opéra-
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tions algébriques sont continues (voir propositlda). O

1.1.7 Espace separé

Définition 56 (Espace séparé)Un espace esséparési pour toute paire de
points(x, ) on peut trouver un voisinage deet un voisinage dg disjoints.

Exercice 57 e Un espace métrique est séparé.
e Une topologie discréte est séparée.

Exercice 58 Tout ensemble fini d’un espace séparé est fermé.

Démonstration : Dans le cas d'un singleton il est clair que le complémentaire est
voisinage de chacun de ses points, donc ouvert] @dre passage a un ensemble fini
se voit par les propriétés immédiates des fermés donnéesen

Théoréme 59 Soitf : X — Y.
Sixg n'est pas isolé et st est séparé, alors I'applicatiorf a au plus une
limite enxy.

Démonstration : On considére les voisinages respectifs de deux limites, et on
considére l'intersection de leurs images inverses respectives ; cette intersection est ré-
duite a un singleton; or c’est un voisinagede

Théoreme 60 Soient f; et fo deux applications continues ayant méme en-
semble de départ et méme ensemble séparé d'arrivée. Adi (z) =
fa(x)} est fermé.

L'hypothese de séparation est nécéssaire (de méme que dans le théoréme sui-
vant, méme contre-exemple) ; considérer par exenfiplet fo deux applications de
R (muni de sa topologie usuelle) dafi8, 1} muni de la topologie grossiérg; est
I'application nulle,f; est nulle saufen; f»(0) = 1.

Démonstration :  On montre que I'ensemble complémentaire est ouvert. Pour cela
on considére: dans ce complémentaire, et deux voisinages disjoinfs@e et f>(z) ;
l'intersection des images réciprogues de ces voisinages est un voisinagejue

16
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montre que notre complémentaire est bien un voisinagelde

Corollaire 61 Si f; et f> coincident sur un ensemble dense et ont valeurs dans
un espace séparé, alors elle coincident partout.

Démonstration : Il suffit de se rappeler qu’un fermé est égal a son adhérence, et
gue I'adhérence d’'un ensemble dense est I'espace tout entier.

Lemme 62 Si f est continue et injective, et si 'espace d’arrivée est séparé,
alors I'espace de départ est aussi séparé.

) Ce lemme servira a montrer le théoreis

Démonstration : On considére deux points distincts de I'espace de départ, leurs
images sont distinctes par I'injectivité, on peut les séparer par deux ouverts, d'images
réciproques ouvertes. La suite est trividle.

1.1.8 Continuité et limite dans les espaces métriques ou hormés

Définition 63 (Continuité séquentielle) f estséquentiellement continue en
x si et seulement si pour toute suitg convergeant vers les f (z,,) convergent
vers f(x).

Théoreme 64 Soit X & base dénombrable de voisinages, alors toute fonction
séquentiellement continue est continue.

Démonstration : On considére une suite de voisinages décroissants de .
Soit W un voisinage def(x). Si f~!(W) n’est pas un voisinage de alors on peut
trouverz,, € V,, \ f~Y(W); =z, tend versc; or f(z,) ¢ W, et doncf(z,) ne peut
pas tendre verg(z).0

Corollaire 65 Si f est séquentiellement continue sur un espace métrique,
alors f est continue.

Démonstration : Il faut simplement considérer I'exercigdl
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) Ce corollaire servira notamment pour le théoré?fie

Proposition 66 (Définitione — ¢ de la continuité) Soit f application entre
espaces meétriquesf est continue enc si pour toute il existe ¢ tel que
d(z,2") <6 —d(f(2'), f(x)) <€

Démonstration : Il suffit de remarquer que la famille des boules ouvertes de rayon
e et de centref (x) est une base de voisinagesfie), et que la famille des boules ou-
vertes de rayon et de centre: est une base de voisinagesade

Définition 67 (Continuité uniforme) Une application f d’'un espace mé
trique dans un autre espace métrique est ditdormément continue si, pour
toute > 0 il existea > 0 tel que, pour tou(z,y) € X2, d(z,y) < a —

d(f(z), f(y)) <e.

La continuité uniforme n’est pas une notion topologique mais une notion mé-
trique ; i.e. deux distances équivalentes ont la méme notion de continuité uniforme (que
I'on change la distance dans I'espace de départ ou dans I'espace d’arrivée), mais le fait
que deux métriques soient associées a la méme topologie ne suffit pas pour qu’elles
aient la méme notion de continuité uniforime.

La continuité uniforme est une notion trés importante ayant de nombreuses

applications.

Pour montrer la continuité uniforme, on dispose des outils suivants :
- une fonction Lipschitzienne entre métriques est uniformément continue
- une fonction bornédeR dansR et monotoneest uniformément continue
- une fonction continue sur un compast uniformément continue (théoréeme de Heine
139, voir le dit théoréme pour d’'innombrables applications)
- si p etq sont conjugués et i et g appartiennent &” et L? deRR" respectivement,
alors f x g (convoluée) est uniformément continue.

Une propriété essentielle est le théorétBeé.

Définition 68 On dit qu’une suitef,, d’applications deX dansY avecY un
espace métriqueonverge uniformémentvers f si pour toute positif il existe
N tel que pour toutr > N ettoutz dansX d(f(z), fn(z)) <e.

) Les applications et des exemples classiques :

Tout d'abord, quelques résultats célébres de densité pour la topologie de la conver-
gence uniforme : voir le théoreme de Rurgfg le théoréeme de Stor®? (avec son
corollaire le théoreme de Stone-Weierstrass ; voir en particulier les polyndmes de Bern-
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steinB,(f)(z) = Sp_, f(£)Ckz*(1 — z)"~* qui convergent uniformément vefs
sur[0, 1], voir théoréme??).

Il faut absolument se rappeler la convergence uniforme d’'une série entiére sur tout
disque de rayon strictement inférieur au rayon de convergence.

Quelques résultats célebres utilisant la convergence unifoA@7? (intégration
de fonctions réglées}? (sur la limite uniforme d’une suite de fonctions holomorphes).
Quelques variantes a notre convergence uniforme ci-dessus définie, et d’autres résultats
(notamment métrisabilité) : voir définitioP?, et les résultats qui suivent; voir aussi
Ascoli et ses conséquences,

Il convient enfin de signaler quelques applications de la convergence uniforme aux
espaced.? et a l'intégration :
- théoréme de Plancherel : il existe un unique isomorphismé&ZddansL? appelé
transformation de Fouriek? notéef — f telle que pour touf dansL! N L? f estla
transformée de Fouridr' de 7, ||f||2 = || f|l, (voir par exemple le livre]6])
- théoréme de Sard : voif].
- Intégration au sens de Riemman : voir paftie

Définition 69 (Applications lipschitzienne) Une applicationh est ditelip-
schitziennes'il existe K € [0, +o0[ tel que

d(h(z),h(z") < K.d(z,x)

On dit aussi qu’elle esk -lipschitzienne.
On définit laconstante de Lipschitzpar

d(h(z), h(z"))

e |z, 2" € X,z # 2’}

Lip(h) = sup{

Proposition 70
e Les fonctions lipschitziennes sont continues, et méme uniformément |conti-
nues.
e Les fonctiongC! d’un compact déR dans un espace vectoriel normé sont
Lipschitziennes, ainsi que les fonctions dérivable®dians un espace vectq
riel normé a dérivée bornée (voir le théorerrd.

Exemple : la distance — d(x, z() sur un espace métrique avecz, appartenant
a I estl-lipschitzienne d&v dansR. La distance déZ x E dansR est lipschitzienne,
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pour toutes les normes usuelles.

Définition 71 (Norme d’une application linéaire) Si ¢ est une application
linéaire entre espaces normés, on défininsame || ¢ || par

| ¢ ll=sup{l| ¢(z) || / || = < 1}

Cette norme peut a priori étre infinie - ce qui signifie donc que I'appellation
"norme", bien que classique, est abusive. Il ne s’agit d'une norme gu’'gn se

restreignant a I'ensemble des applications pour lesquelles cette "norme" est
finie.
Lemme 72
| () |l
I ¢ ll=sup{l| ¢(z) || / || = =1} = sup{w/x # 0}

Démonstration : Il suffit d’avoir la patience de le vérifier.

Théoréme 73 Une application linéaire entre espaces normés est continye si
et seulement si sa horme estoo. Elle est continue si et seulement si elle est
lipschitzienne et son coefficient de Lipschitz est égal a sa norme.

Démonstration : Si ¢ est continue en zéro, il est clair que pousuffisamment
petit, || = ||< r implique|| ¢(x) ||< 1; on constate alors par linéarité gle ||< r~1L.

Réciproquement g} a une norme finie, aloks est lipschtzienné ¢(z)—o(y) ||=||
oz—y) Il ol -1l (—1v) |, etLip(¢) <|| ¢ ||; en considérant de normel, on
constate quéip(¢) =|| ¢ || ; d’ou le résultatd

Exercice 74 (Critére de continuité pour une forme linéaire sur un espace normeé)
¢ fonction deFE dans son corpg( = R ou K = C est continue si et seulement si son
noyau¢~—1(0) est fermé.

Démonstration : Si ¢ est continue, il est clair que I'image réciproque d’'un sin-
gleton est un fermé. Réciproquement, par contraposée, supposons rjest pas
continue, alorgf n'est pas non plus séquentiellement continue (voir le corol&hje
donc il existe une suite,, tendant ver$ telle que¢(z,,) ne tend pas vers. La suite
Yn = ¢E”I"n) (définie pour les: tels queg(x,,) soit > ¢ > 0 aprés extraction d'une
sous-suite) tend vefs On considére alors un certairtel queg(a) = 1 (si ¢ est nulle
elle est continue), et on constate que la sujte= y,, —a tend vers-a ¢ ¢~1(0), alors

quez, € ¢~1(0).0
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Définition 75 (Borné) Soit E un espace normé. Un sous-ensemble E est
dit borné si sup{|| z || |z € A} < +o0.
On dit que I'applicationf estbornéesur B si et seulement gi( B) est borné.

Exercice 76 Soit¢ une application linéaire entre espaces normés. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

e ¢ est continue

e ¢ est continue ef

e ¢ est bornée sur une boule de raysn)

e ¢ est bornée sur une sphére de raysrn

Démonstration : Ces preuves sont faciles, je me contente de rappeler quelques
faits qui permettent de les rédiger proprement.

La topologie est invariante par translation (puisque toute translation est un homéo-
morphisme), donc la continuité @réquivaut a la continuité en un point quelconque.

Le fait que¢ soit bornée sur une boule équivaut trivialement au fait ¢usoit
bornée sur une sphére (par linéarité).

Si ¢ est bornée sur une boule, par linéarité il est clair qu’elle tendvers).

Enfin si¢ est continue, on a montré un peu plus tét que sa norme est finie, ce qui se
voit facilement au fait que pour suffisamment petit, on doit avoii(z) petit, et donc
pour|jz]| < 1, [¢(x)| < 1/r.0

1.1.9 Valeur d'adhérence

Définition 77 (Valeur d’adhérence) Soit f : X \ {zo} — Y, avecX etY
des espaces topologiques ; on dit que Y est unevaleur d’adhérencede
f enxg si et seulement si pour todf,, € V(zg) et toutV, € V(y) on a

Vy N f(Vay \ {zo}) # 0.

Lemme 78 L'ensemble des valeurs d’adhérencefdenx, est donné par l'in-
tersection des (V,, \ {x0}), pourV,, voisinage dex, ; en particulier c’est
un fermé.

Démonstration : Soity une valeur d’adhérence, alors par définitipappartient
a l'adhérence d¢ (V \ {zo}) pour toutV voisinage der,. La réciproque, tout aussi
simple, est laissée de cGtg.
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Corollaire 79 Sizg n'est pas isolé, alors les limites sont des valeurs d’adhé-
rence.

Démonstration : ClairQd

o
T

Proposition 80 (Le cas des suitespoitz,, une suite dans un espace topol
gique X.

e Les limites de suites extraites sont des valeurs d’adhérence

e Si une valeur d’'adhérence a une base dénombrable de voisinages, alors c’est
la limite d’'une suite extraite.

Démonstration :

e l'infini n'est pas isolé pour la topologie usuelle && Donc les limites d’'une
suite sont des valeurs d’adhérence. Et les valeurs d’adhérence d’une suite extraite sont
clairement des valeurs d’adhérence de la suite.

e Soit (V,,) une suite de voisinages devaleur d’adhérence de, ; soit ¢(1) tel
quexy(yy Soit inclus dand/;, ¢(2) tel queg(2) soit inclus dand’; et (1) < ¢(2),
@(3) tel queg(3) soitinclus dand’s et¢(2) < ¢(3), et ainsi de suitell

Corollaire 81 Dans un espace métrique, les valeurs d’adhérence d’une suite
sont exactement les limites des sous-suites extraites.

Attention a I’hypothése métrique ! Dans le cas général, ce n’est pas vrai, voir
1.6.7

1.2 Construction de topologies

Définition 82 Etant donnéd C X, on appelletopologie induite par la topo-
logie deX sur A 'ensemble des intersections d’ouvertsXeavecA.

Il est facile de vérifier qu'il s’agit bien d’une topologie.

Exercice 83 e Si X est séparé, alorgl est séparé pour la topologie induite.

e A est ouvert (resp. fermé) dads si et seulement si touf C A est ouvert (resp.
fermé) pour la topologie induite si et seulemenf3sest ouvert (resp. fermé) pour la
topologie deX

e Si A est ouvert (resp. fermé) dan, alors l'intérieur (resp. I'adhérence) d8 C A
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est le méme dank et dansA

1.2.1 Topologie quotient

On suppose&X muni d’'une relation d’équivalenc®. On noter la projection cano-
nique deX sur 'ensemble quotient.

Définition 84 (Topologie quotient) La topologie quotientest définie comme
suit :
U C X/R est ouvert si et seulementssi ! (U) est ouvert.

On peut vérifier facilement qu'’il s’agit bien d’une topologie.

Proposition 85 Soit X un espace topologique, & une relation d'équiva-
lence surX. On notell la projection canonique d& sur X/R.

Les propriétés suivantes de la topologie quotient 3UfR sont fondamen;
tales :

- la projection canonique est continue (c’est a dire que I'image réciproque de
tout ouvert est un ouvert)
- la projection canonique est ouverte (c’est a dire que I'image de tout oyvert
est un ouvert) si la relation d’équivalence est associée a un groupe agissant
par homéomorphismes siXf (voir partie ?7?).

Démonstration : Il est clair par définition que la projection canonique est conti-
nue. Pour la réciproque il suffit de voir quelsiest un ouvert d&, II-}(TI(U)) est la
réunion deg(U) pourg dans le groupe d’homéomorphismes agissanfxsar

La topologie quotient sert un peu partout, par exemples elle définit une topo-
logie sur un espace projectif et le rend compact pour cette topologie (voir le théoréme

2.
1.2.2 Topologie sur un espace d'applications linéaires

On noteL(E, F) I'espace vectoriel normé des applications linéaires continues de
I'espace normé dans I'espace normg. Cet espace est normé par

16 1= sup{l] 6(2) || | 2 l1< 1} = sup{ 2D N} ) 4z 03

||

On peut vérifier facilement qu'il s’agit bien d’'un espace vectoriel normé.
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Définition 86 (Dual topologique) L'espacedual topologique du K-espace
vectoriel norméF est I'espacel’ = L(E,K) des formes linéaires continues.

Définition 87 (topologie forte) On appelletopologie forte la topologie défi-
nie sur le dual par la norme usuelle.

On va voir un peu plus loin des topologies plus ludiques sur le dual. La topo-
logie usuelle sur le dual est la topologie faible, et pas la topologie forte (voir définition

plus loin...). Notamment la parti&? est plus fournie en la matiére.

1.2.3 Topologie définie par une famille de parties d’'un ensemble

Lemme 88 Une intersection quelconque de topologies est une topologie.

Démonstration : Evident en revenant a la définition d’une topologie.

Définition 89 Si une topologig est incluse dans une topolodi€, on dit que
T’ estplus fineque7, ou que7 est moins fine qué”.

Proposition 90 SoitA une famille de parties d& ; I'intersection de toutes les
topologies contenant est une topologie, c’est la plus petite topologie conte-
nant A. On la note7 (A4), et on dit que c’est ldopologie engendrée parA.
T (A) est la famille des réunions arbitraires d'intersections finies de parties
AU{0,X}. Les intersections finies de parties.des {(), X } forment une base

d’ouverts pour cette topologie.

Démonstration : Il suffit de considérer le lemm@8 pour avoir I'existence de la

plus petite topologie contenadt Le reste est un petit exercie pas trop dor...
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1.2.4 Topologie définie par une famille d’applications

Proposition 91 Etant donnéZ un ensemble, eX; une famille d’'espaces to
pologiques, ave¢; : Z7 — X, il existe une plus petite topologie sédrrendant
toutes lesf; continues; c’est la topologie engendrée par yé;él(U) avecU

ouvert. Une base de cette topologie est donc I'ensemble des intersections finies
d’'images réciproques d'ouverts par d¢s

Démonstration : Facile avec la propositiod00

Remarquons que pour C X la topologie engendrée par la fonction (dite injection
canonique) qui & dansA associer dansX est la topologie induite sut par celle de
X.

Théoréme 92 Dans la situation ci-dessus, une applicatifmle Y dansZ est
continue si et seulement si toutes les compoggeg sont continues.

) On verra une application pour la continuité lorsque I'espace d'arrivée est un
espace produit ; théorem@0. Ce théoréme permet aussi de montrer la proposttton
Démonstration : Application immédiate des définitions.

Définition 93 On dit que la famille d’applicationg; estséparantesi et seule-
ment si pour toutz, y) il existe: tel quef;(z) # fi(y).

Proposition 94 Si les f; sont séparantes et si les topologies sur }éssont
séparées, alors la topologie engendrée est séparée.

) Ce lemme permettra de montrer qu’un produit d’espaces séparés est séparé,
théoremelOl

Démonstration : Supposons que ety soient distincts ; alors puisque la famille
d’'applications est séparante il existetelle quef;(z) # fi(y); et puisqueX; est
séparé, il existe un ouvett contenant: et un ouvertl” contenant, tels queU etV
sont disjoints. Les ensembl¢$1(U) et f{l(V) sont ouverts, puisqug est continue
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(par définition de la topologie engendrée!), et disjoints. Le résultat en dédoule.

Définition 95 (Topologie faible et topologie faible *) On appelle topologie
faible sur I'espace normé la topologie engendrée par I'ensemble des formes
linéaires continues d& dansK. On appellegopologie faible * sur le dual de
I'espace normé la topologie engendré par 'ensemble des applications qui
¢ associent)(z), étant donné& € X.

Q-

12

Proposition 96 La topologie forte définie e@7 est plus fine que la topologi
faible *.

Démonstration : En vertu du théorem@?2, il suffit de voir que pour tout: la fonc-
tion qui &¢ associep(x) est continue pour la norme, ce qui est facile & prouver (en
se ramenant en zéro, une application linéaire étant continue si et seulement si elle est
continue en zérajl

Proposition 97 La topologie forte d'un espace vectoriel normé est plus fine
que la topologie faible.

Démonstration : En vertu du théorem@2, il suffit de voir que toute) dansE’ est
continue pour la norme, ce qui est évident.

[0

Proposition 98 La topologie forte sur le duak’ est plus fine que la topologi
faible, elle méme plus fine que la topologie faible *.

Démonstration : La premiéere partie étant déja montrée, il suffit de voir que la
topologie faible est plus fine que la topologie faible *. Or ceci découle simplement
du fait que si deux familles d’applications sont incluses I'une dans l'autre, alors les
topologies engendrées sont plus fines I'une que I'antre.

1.2.5 Topologie produit

Définition 99 (Topologie produit) On appelletopologie produit sur le pro-
duit desX; la topologie engendrée par les projections canoniquesydsur
X;.

Théoreme 100Avec; les projections canoniques, une applicatifrde Y
dansX est continue si et seulement si pour tout o f est continue.
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Démonstration : |l suffit d'utiliser le théoreme2. O

Théoreme 101 Un produit d’espaces topologiques non vides est sépareé [si et
seulement si chacun des facteurs I'est.

Démonstration : Les; sont séparantes, donc si chagXigest séparéX est sé-
paré, par la propositiod4.
Réciproquement, il suffit de considérer un élément du produit, grace a I'axiome du
choix ; grace a cet élément, on peut facilement construire une applicati&i dens
X qui soit continue et injective ; donk; est séparé par le lemnée.00

Proposition 102 La topologie surX; x X, avecX; métrique est la topologie

associée a la métriqué((x1, z2), (y1,y2)) = maz(d(x1,y1),d(z2,y2)); on
pourrait aussi prendre la somme.

Démonstration : On rappelle simplement que les boules constituent une base
d’ouverts dans un espace métrique

Cette proposition se généralise & un produit fini, et méme a un produit dénom-
brable ; la distance entte, a2, ...) €t(y1, ys, ...) estdonnée par.,, 7 ldn(Enyn))
avecd,, la distance suX,,.

Exercice 103 Le lemme précédent se généralise a un produit fini quelconque.

Proposition 104 Sur un espace normé la somme (opération entre deux|élé-
ment des I'espace) et la multiplication (d'un élément du corps par un élément
de I'espace) sont continues.

Démonstration : L'addition est continue grace a I'inégalité triangulaire. La multi-
plication est continue grace|dz| = |A|||z|.0

Proposition 105 Soit F4, ..., E,, et F' des espaces vectoriels normés . Joit
multilinéaire deE; x ... x E,, dansF, alors f est continue si et seulement|si
| & ll=sup{ll ¢(z1,....,zn) [ [ 21 IS 1, ..., [ @n [[S 1} < +o0

Démonstration : FacileO
Contrairement au cas des applications linéaires, notons qu’une application multili-
néaire continue n’est pas nécessairement lipschitzienne.
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Exercice 106 Une application multilinéaire continue entre un produit d’espaces vec-
toriels normés et un espace vectoriel normé est lipschitzienne sur chaque sous-ensemble
borné.

Démonstration : Faciled

1.3 Compacité - liens entre complétude et compacité

1.3.1 Geénéralités

Définition 107 (Recouvrement ouvert)Un recouvrement ouvert de I'es-
pace topologiqueX est une famille d’ouverts; avecX = UU;.

Définition 108 (Compact) X estcompacts'il est séparé et si de tout recou
vrement ouvert on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Un sous-ensembl& de I'espaceX est ditcompacts’il est compact pour la
topologie induite.

Une partieA de X est diterelativement compactesi sa fermetured est com-
pacte.

On verra plus tard (voir lemmEL8) que tout compact d’un espace séparé est fermé,
et que tout compact d’'un métrique est borné (s'il n’était pas borné on extrairait une
sous-suite convergente d’'une suite non bornée, par le thédréthe

Un compact, dans le cas général, n'est absolument pas nécessairement fermé!
Considérer par exemple un point, dans un ensedibtentenant au moins deux points
et dont la topologie est réduite{d, X }.

Définition 109 Un espace vérifie lpropriété de Borel-Lebesguesi de tout
recouvrement ouvert on peut extraire un recouvrement fini.

Un espace est donc compact s'il est séparé et s'il vérifie la propriété de Borel-
Lebesgue.

\ |

NS
) ) La compacité : éclaircissements, utilisation.

Onverra d’autres caractérisations de la compacité que la définition par "séparé+Borel-
Lebesgue". Néanmoins cette définition servira par exemple pour le thé@&ne
sultats de régularité sous le signe somme). Elle permettra aussi, enlpérti2 de
montrer que la compactifié d’Alexandrov est compact. Les deux premiers points de
I'exercice11], la propositionl12 (I'image continue d’un compact dans un séparé est
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compact), le théorem#l7 de séparation des compacts, le théor@mésemblable au
théoréme de Heine dans le cas de familles équicontinues), le résultat selon lequel tout
métrique compact est homéomorphe & une partie du cube de Hilbert enlpaudide
théoreme de Storf®?, le corollaire du champ rentrant dans la spt&sé, le théoreme
d’Ascoli ?? utilisent cette méme caractérisation.

Les méthodes usuelles pour montrer la compacité d’'un ensemble sont le fait qu’un
sous-ensemble fermé d'un compact est compact, le fait qu’'un produit (quelconque)
de compacts est compact (voir le théoréme de Tykhd¥, le théoréme d’'Arzéla-
Ascoli ?? (aux multiples applications), et le fait que I'image continue d’'un compact
dans un séparé est compacte (par exemple, dans le cas des espaces projectifs).

Des théorémes incontournables en matiere de compacité sont le théoréme de Banach-
Alaoglu 134 (utilisant Tykhonov), le théoreme de Heid&9; le théoréme de Baire
(sous une forme moins connue que la forme classique basée sur la complétide)
s’applique aux espaces localement compacts. Citons aussi le théoreme dé3Rjesz
le théoreme de Krein-Milman (soff un espace vectoriel normé de dimension finie,

K un compact convexe de non vide, alorsk est I'enveloppe convexe de ses points
extrémaux : on trouvera une preuve dahd), le théoréme de Mont&l?.

La compacité dans le cas métrique offre des résultats fondamentaux :

e théoréme de Bolzano-Weierstras)

e Un espace métriqgue compact est séparable

e une isométrie d’'un espace métrique compact dans lui-méme est une isdémétrie

e Un espace métrique compact est complet (voir coroll&i@*

[ ]

Théoréme 110Un espace métriquerécompact et complet est compact.

aUn espace métrique est dit précompact si quel que seit> 0 il existe un recouvrement fin
de E par des boules de rayon e.

Démonstration : On a déja vu qu’un espace compact métrique est complet (corol-
laire un peu plus haut). Il est clair qu’il est aussi précompact. C’est donc la réciproque
qui pose probléme.

Supposons donE précompact et complet. Pour montrer sa compacité, nous allons
utiliser le théoreme de Bolzano-Weierstrdg$). Considérons donc une suite,,) de
E. Nous allons en chercher une sous-suite convergeante.

Il existe, par définition, pout entier> 1, y; 1,%:2, ..., yi.n; tels que les boules
centrées sur leg; ; et de rayon% recouvrentE. Construisons par récurrence sur
1 < j; < N; tel qu’une infinité de points,, soit dans l'intersection des boule de rayon
2—11 centrée sug; ;, pour! > 4. On choisit alors:; € N, construit aussi par récurrence,

2Le théoréme de Tykhonov, conjoint au fait qu’un fermé d’un compact est compact, implique d’ailleurs
gue la sphére unité de" est compacte, et donc notamment I'équivalence des normes en dimension finie -
voir théorémel 29

30n en trouvera une preuve en application de Bolzano-Weierstrass.

40n en déduit notamment que le théoréme du point@Xs’applique dans un compact métrique et donc
que la boule unité fermé@@ (N) n’est pas compacte ; en cas contraire, 'applicafien),>o — (Yn)n>0
avecy; = x;_1 Sii > 0 etyy = 0 serait bijective car une isométrie d’'un espace complet compact sur
lui-méme est une bijection comme dit ci-dessus.
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tel que la suite des; soit croissante, et,, soit dans l'intersection des boule de rayon
2 centrée sur; ;, pourl > .

Ceci définit une suite extraite de la suite dgs dont on montre facilement qu’elle
est de Cauchy. Elle converge donc, par complétudg.deonc, E est compact.

) Une belle application est la propositi@a5. O

Un ensemble discretlans un compact est fini; on en déduit en particulier qu'une
fonction holomorphe non nulle a un nombre fini de zéros dans un compact convexe.

Enfin il est capital que I'image d’un compact par une application continue a valeurs
dans un espace séparé est compacte (voir théotdrde Cela entraine en particu-
lier gu’une fonction continue sur un intervalle fermé Retteint ses bornes (d’ou le
théoreme de DarbouX?, le théoréeme de Roll@?, et certains criteres de recherche de
minima - voir partie??).

Dans les ouvrages en anglais, "compact space" est simplement un espace vérifiant
la propriété de Borel-Lebesgue. L'équivalent de notre espace compact est "compact
Hausdorff space".

Exercice 111 e Toute partie finie d’'un espace séparé est compacte.

e Tout intervalle fermé borng, b] deR est compact.

e Soit (z,)nen UNe suite d’éléments d'un espace topologidleséparé tendant
vers une limitec. Alors {z,,/n € N} U {z} est un compact (preuve facile, en considé-
rant un recouvrement par des ouverts, puis en considérant un des ouverts contenant
et en voyant qu’un nombre fini des éléments de la suite est en dehors de cet ouvert.

¢ 0, (R), SO, (R) sont des compacts (en tant que fermés borné®"dejui est de
dimension finie).

e Les espaces projectifs sont compacts (2@

e Le cube de Hilbert (voif..6.9 est compact.

e Le compactifié d’Alexandrov d'un espace séparé non compact localement com-
pact est compact (voit.6.129

Démonstration : La premiére assertion est triviale. Pour la deuxieme, on se donne
un recouvrement ouvedt on considere le plus grandtel que|a, ] peut étre recou-
vert par un recouvrement fini extrait te La suite est facile ou comporte une référence
Vers une preuve compléte.

Proposition 112 Si f est une application continue d’'un espace comp&ct
dans un espace sépa¥g alors f(K) est compact.

Démonstration : f(K) est évidemment séparé. Etant donné un recouvrement ou-
vert de f(K') on peut considérer le recouvrement ouvert/deonstitué des images
réciproques de ces ouverts; on en extrait un recouvrement fini, et il n’y a plus qu'a
repasser dang.O

5].e. tout point est isolé.
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) Cette propriété servira notamment pour le théoréeme de R8lleu pour mon-
trer qu’un espace projectif est compact (théor&de Elle permettra aussi de montrer
que tout compact métrique est isomorphe a un sous-espace topologique du cube de Hil-
bert (voir partiel.6.9. Enfin, elle permet de montrer que toute isométrie d’'un métrique
compact sur lui-méme est une bijection (coroll&fs).

Il faut noter qu’une propriété plus fine sera parfois utile :

Proposition 113 Soit f une application semi-continue supérieurement dfun
compact dan®. Alors f est majorée et atteint sa borne sup.

) Cela servira notamment pour le théoréfte

Démonstration :

e Soit K un compact, eff semi-continue supérieurement iedansR. Soitz la
borne sup d¢(¢) pourt dansK (a priorix peut étre égal & o0).

e Soit(x, )nen Croissante tendant versavecz,, élément de 'image d¢ pour tout
n. Supposons que la borne sup ne soit pas atteinte (soit elle est infinie, $eitd vers
x sans jamais l'atteindre).

e Onaalorsk = Upenf (] — 0o, z,[). On peut extraire de ce recouvrement
de K un recouvrement fini (en fait, un recouvrement par un seulfdég—oo, x|
puisque ces ensembles sont croissants) ; doest bien majorée.

e K estalors égal (] — oo, z,,[) pour un certaim, ce qui contredit le fait que
x,, Croisse verg sans jamais l'atteindre - en effef, < = implique qu’il existet dans
K tel quef(t) > x,.0

Définition 114 (Propriété d’intersection finie non vide) Une famille A de
parties deX a la propriété d’intersection finie non vide si et seulement si
tout sous-ensemble fini déa une intersection non vide.

Proposition 115 Un espace topologique est compact s'il est séparé et si toute
famille de fermés qui a la propriété d’intersection finie non vide a une inter-
section non vide.

Démonstration : Il suffit de considérer les complémentaires des fermés, qui ontle
bon go(t d'étre ouverts.

) Outre les corollaires qui suivent, on pourra voir la proposifigd ou le lemme
??.

Corollaire 116 Un fermé d’'un compact est compact.

) Voir (par exemple...P?.
Démonstration : Un fermé d’'un compact est évidemment séparé ; il suffit ensuite
de voir qu’un fermé de notre fermé est un fermé de notre espace et d'utiliser la propo-
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sition précédentel

Théoréme 117 Deux compacts disjoints d’'un espace séparé peuvent étre sé-
parés par des ouverts.

Démonstration : On montre tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 118 Si X est séparé, ek compact inclus dan¥, alors K est fermé.

) Cela servira a chaque fois qu’'on voudra montrer que compact équivaut a fermeé
borné dans un espace donné, par exerfple

Démonstration : On considérer dans le complémentaire d€ ; pour touty ap-
partenant & on peut séparer ety par des ouvert&, etV,. On peut alors considérer
le recouvrement d& par les ouvertd’, et en extraire un recouvrement fini. En prenant
I'intersection ded/, correspondants a notre recouvrement fini, on a un ouvert autour de
x, n'intersectant pa&’. Donc le complémentaire d€ est ouvert, dond( est fermél

On peut donc terminer la preuve de notre théoreme, en considérant un deuxieme
compactk’, et pour toutz de K’, on peut trouver un ouveff, autour dex et un
ouvertV, contenantk ; on applique la compacité d&€’, et on obtient facilement deux
ouverts disjoints séparaif’ de K.

Corollaire 119 Dans un espace compact, les sous-ensembles fermés sont les
sous-ensembles compacts.

Démonstration : |l suffit de considérer le corollairel6et le lemmell8

Corollaire 120 Tout point d’'un compact possede une base de voisinage com-
pacts.

Démonstration : (voir figure 1.1) Soit W un voisinage ouvert de dans I'espace
compactX. Le ferméX \ W est compact. On peut donc séparer les compactet
X \ W par deux ouvert§/ etV. Alors X e U ¢ X \V C W; etdoncX \ V estun
voisinage compact deinclus dang¥.0

Corollaire 121 Une fonction continue bijective d’'un compact dans un espace
séparé est un homéomorphisme.

) On peut citer en applications les résulta0 et 208 (propriétés du cube de
Hilbert et du Cantor triadique).
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Frontiéres des ouverts
separant les compacts

/) Compact
./ /] recherché

FiG. 1.1 — Construction d’'une base de voisinages compacts dans un compact.

Démonstration : Il suffit de voir que I'image d’un fermé (donc compact) est com-
pacte dans I'espace image, et donc elle est aussi fermée. Donc I'image réciproque de
tout fermé par la fonction inverse est un fermé.

) On peut utiliser ce résultat pour montrer que tout compact métrique est homéo-
morphe a une partie du cube de Hilbert, pattie.Q

Théoréeme 1221 es compacts d& sont les fermés bornés.

Démonstration : Il suffit de considérer un interval fermé borné autour d’'une partie
bornée pour montrer facilement ce résultat a partir des résultats précédentd étde

Corollaire 123 Etant donnée une fonction continue d’un compact dases
bornes supérieures et inférieures sont atteintes.

) Ce résultat sert dans la vie de tous les jours, mais on peut par exemple citer
le joli théoreme231, le theoreme de Roll@?, la recherche de points extrémaux sur
un compact (voif??). Citons aussi le résult@i33 sur les billards strictement convexes
du plan. Enfin, il servira pour le théorem2&1 (point fixe commun a un sous-groupe
compact d'automorphismes d’'un espace de Hilbert).
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Démonstration : Trivial au vu du résultat précédent et de la proposifidéa.cl

Proposition 124 Toute suite a valeurs dans un compact admet une valeur
d’'adhérence.

Démonstration : La suite deqx,,,/m > n} ala propriété d’intersection finie non
vide ; il ne reste plus qu’a appliquer la propositibhc.0

Définition 125 (Localement compact)Un espace topologique edbcale-
ment compacts'il est séparé et si tout point possede un voisinage compact.

Proposition 126 Tout point d’'un espace localement compact possede unebase
de voisinages compacts.

Démonstration : Sixz € Int(K) avecK compact, alors: posséde une base de
voisinages compacts dari§ muni de la topologie induite (pat20). Commex €
Int(K), cette base de voisinages est aussi une base de voisinagesadgX .00

1.3.2 Le théoreme de Tykhonov

Théoréme 127 (Théoréme de TykhonovSoit X; une famille d’espaces tous
non vides. Le produit est compact si et seulement si chacun des facteurs|l'est.

Démonstration: On a déja montré que le produit est séparé si chacun des fac-
teurs I'est (voirl01). La compacité du produiX entraine la compacité de chacun des
facteurs comme on peut s’en rendre compte en considérant la projection canonique sur
chacun des facteurs. Il reste donc a voir la réciproque, c’est a dir® ease compact, si
chacun des facteurs I'est. On trouvera une démonstration dans Bourbaki, ou bien dans
[13]. La démonstration utilise le lemme de Zd?A.

Il est important de noter que I'on peut prouver Tykhonov dans le cas d'un
produit dénombrable de compacts métriqu&s, d;) sans faire appel a I'axiome du
choix. Cela se fait simplement en considérant :

e La métriqued;, associée a la métriqug, avecd, = min(d;,1).

e La métrique sur le produit des compacts définiePar, y) = > 5 d}(z;, y;).

e La topologie de cette métrique est la topologie produit.

e |l ne reste plus qu’a utiliser la caractérisation des compacts métriques par les sous-
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suites (théoréme de Bolzano-Weierstrass, théorefier

Dans le cas d’'un produit fini de compacts métriques, la preuve est évi-
dente.

Corollaire 128 Les compacts dB™ sont les fermés bornés.

Démonstration : Etant donnée une partie bornée, on considére un produit d’inter-
valles fermés bornés dans lequel cette partie est incluse, et le résultat vient taut seul.

1.3.3 Application aux espaces vectoriels normés

Théoréme 129 Toutes les normes sur @ ou C- espace vectoriel de dimern
sion finie sont équivalentes.

Démonstration : On considére une base, et la norme qui a un élémelii ds-
socie la somme des valeurs absolue de ses composantes. On montre qu’une norme
quelconque est équivalente a cette norme. Il suffit pour cela de noter que la sphére
unité (pour notre norme) est compacte, par compacité de la méme sphérR"danhs
continuité des opérations algébriques, et de vérifier que toute norme est continue et
donc atteint sur cette sphére un minimum et un maximum (NB : toute norme est conti-
nue carK -lipschitzienne pour le max des normes d'images d’éléments d'une base
orthonormale)l

Corollaire 130 Un sous-espace vectoriel (de dimension finie) d'un espace
normé est fermé.

) Une application se trouve juste apres le théoreme de Raibe un espace de
Banach de dimension infinie ne posséde pas de base dénombrable.
Démonstration : Nous avons tout d’abord besoin d’'un lemme :

Lemme 131 Un sous-espace vectoriel de dimension finie d’'un espace vecto-
riel de dimension finie est fermé.

Démonstration : On considére la méme norme que dans le théoreme précédent.
Pour cette norme notre espace est clairement fermé (au vu des équations le définis-
sant). Plus précisément, on considéere une base de notre espace vegtetlelqueF
soit engendré par les premiers éléments de cette base (c’est possible grace au théo-
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reme de la base incompléte). AlaFsest 'intersection d’hyperplans fermés d’équa-
tionsz; = 0.0

On peut maintenant finir notre preuve ; seitt F, avecF' de dimension finie ; alors
on se place dans I'espace généré par une bagepmlas le vecteur:, et on utilise le
lemme ci-dessus.

Exercice 132 Toute application linéaire d’'un espace normé de dimension finie dans
un espace normeé est continue.

Démonstration : Il suffit de considérer une base et la norme définie plus haut.

Théoréme 133 (Théoreme de RieszZ)n espace normé est de dimension fin
si et seulement si sa boule unité fermée est compacte.

e

) On verra une application amusante avec le corollateune autre (utilisant
aussi le théoreme d’Arzéla-Ascoli et le théoreme d’'isomorphisme de Banach) avec le
théoreme??.

Démonstration : Supposongs de dimension finie, alors toutes les normes sont
équivalentes, on peut se ramendf & R" ; comme la boule unité est fermée bornée,
elle est compacte. Réciproquement (voir figlir®), supposons la boule unité fermée
compacte, alors on peut la recouvrir par des boules ouvertes de di@nétrenombre
fini. On considére alors I'espadéengendré par les centres de ces boules, et on montre
que lI'on peut approcher tout point de la boule arbitrairement bien avec des points de
F'; ensuite on utilise le fait qué’ est de dimension finie et donc est fermé.

Théoréme 134 (Théoréme de Banach-Alaoglugoit £’ le dual d’'un espacs
normé, alors sa boule unité fermée est compacte pour la topologie faible|* (ie
la topologie engendrée par les applications qub & E’ associents(z) pour
un certainz € E.

La boule unité fermée est I'ensemble des formes linéairegdles que||o(z)|| <
e

Démonstration : (voir figure 1.3) On identifie £ a une partie du produk?, en
identifiant a (¢(7)).c - La topologie faible * est alors la topologie induite gufrpar
la topologie produit suK”. La boule unitéBg: est contenue dans = IL,czB(0, ||
z ||) € K¥. Par le théoreme de Tykhonov ce produit est compact. Il suffit donc main-
tenant de montrer quB - est fermé comme sous-ensemblddauni de la topologie
produit, ce qui se fait aisément en considérant les équations définisgaltui sont
simplement les équations définissant les fonctions linédires).
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FIG. 1.2 — Le théoreme de Riesz. On approximde la boule par le centre du cercle le
plus proche, et on réitére avec le double de la distance emtree centre.

) Voir la proposition?? par exemple.

Proposition 135 La boule unité fermée du dual d’un espace séparable est mé-
trisable pour la topologie faible *.

Démonstration : On considére une suite, dense dan%’, a valeurs non nulles;

la topologie faible sur la boule unité fermée peut étre définie par la métrique

st Z‘d) xn - (xn)|

n>0 Il I} .27

Cette (courte) vérification étant faite, le résultat est acqquis.

Corollaire 136 On peut en outre extraire de toute suite de la boule unité

fer-
mée du dual d’'un espace séparable une suite convergeant faiblement.

Démonstration : Laissée au lecteurd.
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fffff Eléments de E’

B(E’), fermé d’un compact, est compact.

FiG. 1.3 — Schéma explicatif de la preuve du théoreme de Banach-Alaoglu.

1.3.4 Espaces métriques compacts

Théoréme 137Un espace métrique compact est séparable. |l posséde donc
une base dénombrable d’ouverts.

Démonstration : Soit X métrique compact. Pour touton peut trouver une suite
finie de points telle que les boules centrées sur ces points et deﬂ;a;emuvrentX.
La suite obtenue en mettant bout & bout toutes ces suites finies est dendeans

Corollaire 138 Un espace métrique compact est de cardinal inférieur ou égal
a celui deR.

Démonstration : Un espace métrique compact est séparable ; donc il admet une
base dénombrable d'ouverts. En prenani:pdans chaque ouvert, on obtient donc que
tout point est limite d’'une suite de;. Il suffit alors de voir que I'ensemble des suites
d’'un ensemble au plus dénombrable est de cardinal au plus la puissance du continu, ce
qui se voit facilement, en considérant par exemple la fonction qui & un:réeo, 1]
dont le développement binaire comporte une infinité dssocie la suitéu,, ),y telle
gueu,, est égal au nombre deentre len-iemel et len + 1-iemel.0
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Théoreme 139 (Théoréme de Heinelne application continue d’'un espage
métrique compact vers un espace métrique est uniformément continue.

) Ce théoreme servira par exemple pour le théor@mdl peut aussi servir a
montrer qu’une application continue tkedansR tendant vers une limite finie en plus
et moins I'infini est uniformément continue.

Démonstration : On considére, pow > 0, pour chaquer € X, o, > 0 tel que
d(z,y) < ay — d(f(x), f(y)) < €/2. Par compacité, on peut recouvar par un
nombre fini de boules de centreet de rayony, /2. On prend alorgx = infa;, et le
résultat vient tout seuld.

Théoréme 140 (Théoréme de Bolzano-Weierstrasg)n espace métrique est
compact si et seulement si toute suite a valeurs damsntient une sous-suite

convergente.

) Voir par exemple le théoréme de Brouvai2, le théoréme de Tykhonov dans
le cas d’'un produit dénombrable d’espaces métriques (voir juste aprés le thé@gme
sans utiliser 'axiome du choix. Le théoréme est aussi utilisé dans le leP@mui
servira a démontrer le théoreme de Runge. Le corollgigest une autre application :
toute isométrie d’'un espace métrique compact dans lui-méme est une bijection.

Démonstration : Si X est métrique compact, alors toute suiig,) a une valeur
d’adhérence (considérer la suite decroissante de parti¥sabmstituees des éléements
X, = {zr/k > n}; la suite des adhérences de ces parties a la propriété d'intersection
finie), et X étant métrique, une sous-suite converge vers cette valeur d’adhérence.
Réciproquement, considérons tout d’abord les deux lemmes suivants :

D

Lemme 141 (Lemme de Lebesguepoit (X, d) un espace métrique tel qu
toute suite contienne une sous-suite convergent®; st un recouvrement
ouvert deX, alors il existee > 0 tel que pour toutr € X, il existei tel que
B(xz,e) C V.

Démonstration : Dans le cas contraire, on peut pour tout entigrouver unz,,
tel que la boule de centre, et de rayorl /n ne soit contenue dans aucuin Alors on
extrait de cette suite une sous-suite convergente. On obtient que pseez grand les
boules en question seront incluses darig lqui contientz.O
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Corollaire 142 Une isométrie d'un espace métrique compact sur lui-méme est
une bijection.

Démonstration : Supposong’ un tel espace, et une isométrie dé’ danskE.

Supposons que n'appartienne pas a I'image de Alors, x est a distance- € >
0 de l'image def (en effet 'image def est compacte comme image continue d'un
compact, voir propositio12, or la distance entre un compact et un fermé disjoint de
lui est> 0, voir corollaire201).

Considérons alorg,, = f"(x), et supposons que,, converge, poutk, ) une cer-
taine suite strictement croissante. Si I'on aboutit & une contradiction, alors le théoréme
de Bolzano Weierstrass permettra de conclure que I'espace ne peut étre compact.
d(ug,, , Uk, .,) = d(Ur,,, —, ) puisquef estune isometrie. Qh(ug,,, , k) >
e par définition dec et puisque les,, appartiennent a I'image dépourn > 0. D’ou
la contradiction recherchée.

Lemme 143 Sous les mémes hypothéses que le lefrthepour toute > 0, il
existe une suite finie; telle que les boule8(z;, €) recouvrentX..

Démonstration : Si le lemme est faux pour un certainalors on peut construire
par récurrence une suite telle que chaque point soit a une distance au esesutres
points, ce qui contredit I'hnypothese.
Avec ces deux lemmes on conclut facilement; si toute suite contient une sous-suite
convergente, alors étant donné un recouvrement ogigrton peut construire par le
premier lemme un ensemble de boules recouvkaat tel que chaque boule estincluse
dans I'un ded/; ; ensuite par le deuxiéme lemme, on se raméne a un nombre fini de
points, et il ne reste plus qu’a cueillir le bon sous-ensemblé/fles

1.4 Connexité

Définition 144 Un espace topologique est dibnnexesi les seuls soust
ensembles d& a la fois ouverts et fermés sohet X. Une partie d’'un espace
topologique est connexe si elle est connexe pour la topologie induite.

) On utilisera la connexité pour montrer :

— certaines formes du théoréme des valeurs intermédigi@s

— le corollaire?? sur la dérivabilité d’une limite d’'une suite de fonctions.

— les lemme®? et ??, utile pour une démonstration du théoreme de Jordan

— la proposition?? utilisera la connexité pour définir une distance dans un ouvert
connexe d'un espace vectoriel normé

— théoreme de Rung@p.
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— Tous les résultats basés sur I'indice, par exemple le théoréme de Carjatty
beaucoup de résultats sur les fonctions holomorphes.

— L'exercice de la partié.6.18 montrant qu’une fonctiogf C>° deR dansR telle
queYz 3n £ (z) = 0 est polynomiale.

On trouvera diverses autres applications de la connexité plus loin dans ce chapitre.

Proposition 145 Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) X est connexe

(i) Une application¢ de X dans{0, 1} continue est constante, avé¢e, 1}
muni de la topologie discréte.

(i) Pour tout couple d'ouvertsA et Bde X,siX = AUBetAN B = 0,
alorsA=0ouB =10

(iv) Pareil avec des fermés

(v) Toutes les parties d&¥ non triviales (i.e. autres qu& et() ont une frontiére
non vide.

Démonstration : Facile :

(i) — (i) Si X est connexe, montrons que toute application continu& dans
{0,1} est constante.

En effet, si une telle applicatiofi n'était pas constante, on partitionneraiten
deux ouverts non vides (' (0) = f~(] — 3, 1) et f~*(1) = f~'(]3, 3[)); chacun
d’eux serait alors a la fois ouvert, fermé, et non trivial.

La réciproque (ii}— (i) est non moins simple (raisonner par I'absurdeA siuvert
et fermé non vide et différent d€, alors prendre la fonction caractéristiquedidans
X).

(i) — (iii) Facile, en voyant que sil et B contredisent I'hypothése{ est ouvert
et fermé et non trivial.

Le reste est du méme niveau de difficulté, je le passe sous sil@nce...

Proposition 146 e Si A C X est connexe et sl C B C A, alors B est
connexe.
e SilesA; sont des parties connexes deetNA; # 0, alorsUA; est connexe
e SilesA; sont des parties connexes deet pour tout coupled;, A; il existe
io, ..., 1, avecCiy = 1 eti, = j tels queA;, intersected alors UA; est
connexe.

G410

Démonstration : Pour montrer la premiére assertion on utilise la deuxiéeme des

caractérisations des connexes donnéesién
La deuxieme assertion n’est qu’un cas particulier de la troisieme.

La troisieme assertion la aussi se montre en utilisant la seconde des caractérisations des

connexes données éA5.0

41



www.Zes-# athematiques.net

Théoréeme 147 Les connexes dR sont les intervalles.

Démonstration : FacileO

Théoréme 148L'image d'un connexe par une fonction continue est|un
connexe.

Démonstration : Facile toujours en utilisant la méme caractérisation des conmexes.

Théoréme 149 Soit f une application continue définie sur un connexe et a
valeurs dan®R. Alors I'image def est un intervalle.

Démonstration : Facile au vu des deux théorémes précédeants.

Corollaire 150 Le théoreme des valeurs intermédiaires (dans le cas djune
fonction continue, pas dans le cas d’'une fonction dérivée) découle immédia-
tement du théoréme ci-dessus.

) Théoréme des valeurs intermédiaires pour une fonction dérivée, dit aussi théo-
reme de Darboux@?.

Théoréme 151 (passage a la douan&oit X un espace topologique et C
X connexe. SA intersecte a la foisB et son complémentaire, alot inter-
secte la frontiere de3.

Démonstration : |l suffit de voir que les deux ouvertént(B) et Ext(B) ne
peuvent recouvrid.O0

Théoréme 152 Un produit d’ensembles non vides est connexe si et seulement
si chacun des facteurs l'est.

Démonstration : Il est facile de voir, via les projections canoniques, que si le
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produit est connexe, chacun des facteurs I'est. La réciproque est plus difficile. On com-
mence par le cas ou le produit est un produit de deux espaces (voir figir&our

cela on montre que tous les couplesy) = (x1,x2), (y1,y2) sont contenus dans un
sous-ensemble connexe dg x X, ; on utilisera ensuite la propositiai6. 1l suffit

pour ce résultat intermédiaire de considérer I'unioXdex {y-} etde{z;} x X». Par
récurrence, on généralise ce résultat a tout produit fini de connexes.

LG

Ex
y

FiG. 1.4 — Un produit fini d'ensembles est connexe si et seulement si chacun des fac-
teurs I'est. La généralisation a un produit infini se fait par un argument de connexité de
I'adhérence d'une partie connexe convenablement choisie (voir le texte).

On considére maintenant un produit quelcongiede facteursX; connexes non
vides. On considére un élémente X, en utilisant 'axiome du choix. Poud fini
inclus dand (I est I'index deX;), on définit alors le sous-ensembtg, de X défini
par(z;) € X4 si et seulement si; = y; pour tout: tel que: ¢ A. X 4 est connexe
puisqu’homéomorphe a un produit fini d&. On peut vérifier que la réunion des,
est dense dan¥ (en se rappelant qu'une base d’ouverts d’'une topologie produit est
I'ensemble des intersections finies d'images d'ouverts par les projections inverses) et
connexe (par le deuxieme point de la propositieif), et on conclut par le premier
point de la propositiod46.0

Théoréme 153Une fonction localement constante sur un connexe | est
constante.

Démonstration : Il suffit de voir que I'image réciproque d’un singleton est a la
fois ouverte et fermém.
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Définition 154 (Composante connexevecr € X, lacomposante connexe
dex, notéeC(zx), est la réunion de tous les connexes contenant

Proposition 155 e Tout point appartient a sa composante connexe
e La composante connexe d'un point est le plus grand connexe contenant ce
point

e Les composantes connexes sont fermées
e Deux composantes connexes sont disjointes ou confondues. En particulier, la
famille des composantes connexes forment une partition de I'espace.

Démonstration : Le premier point est trivial, le deuxieme aussi dG, le troi-
sieme découle de la connexité d¥z), le quatrieme point découle du fait que la
réunion de deux connexes non disjoints est un connexe (deuxiéme point de la pro-
position146).0

Définition 156 (Arc ou chemin, ligne brisée)Un arc ou cheminest une ap-
plication continue dé0, 1] dansX. L'image de0 et 'image del sont les ex-
trémités de l'arc.

Une ligne brisée entrea et b est une suite finie de segments, z;1] avec
i€[0,n—1],z9 =aetz, =b.

On appellelongueur d’'une ligne briséela somme des longueurs de ses sgg-
ments.

Exercice 157 ¢ Dans un espace normé, I'application qui associe(l — t).x + t.y
est un arc d’extrémités ety (on dit aussi un arc entre ety). L'image de cet arc est
appelée segment, noté, y].

e D’un arc entrex ety et un arc entrey etz on peut déduire un arc entreet z.

Définition 158 (Connexe par arcs)Un espace topologique est dibnnexe
par arcs si il existe un arc entre toute paire de points.

Une partie d'un espace topologique est dite connexe par arcs si elle est connexe
par arcs pour la topologie induite.

Exemples : Un convexe est connexe par arcs.
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Démonstration : Cela découle des exemples ci-dessus.

Proposition 159 Un connexe par arcs est connexe. La réciproque est fausse.

Démonstration : On fixe 2 dans un espace connexe par arcs. Chaque arc est un
connexe, car image d’'un connexé,(l]) par une fonction continue; la réunion des
arcs partant de est connexe (par la propositidd6), or par définition cette réunion
est I'espace tout entier. Pour la réciproque, considérer la figare

Fic. 1.5 — Un connexe qui n'est pas connexe par arcs. La méme figure fournit un
exemple de connexe qui n'est pas localement connexe. Il s’agit de la courbe des
(z,sin(1/x)) versO par valeurs inférieures, plus la frontiéfe} x [—1,1]. On voit

que la figure n'est pas localement connexe en considérant ce gu'il se passe au voisi-
nage du point0, 1).

Exercice 160 Soit I'applicationf :]0, 1] — R, qui az associel /sin(x). Montrer que
la fermeture de son graphe est connexe mais pas connexe par arcs.

Démonstration : On suppose qu'il existe une fonctigncontinue qui & associe
(0,1) et a1 associe(1, sin(1)), et telle que pour tout: on ait ¢(x) appartienne au
graphe def. On considére; le sup de I'ensemble destels que la premiére compo-
sante des(z) soit nulle. Il suffit ensuite de considérer la limite de la deuxiéme compo-
sante pour: tendant vers:y.0
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Proposition 161 Soit C; une famille de parties connexes par arcs. Si pour
toute pairei, j il existe une suite fini€’,, ..., Cy, avecC,, N Cq,,, # 0 et
ag = 1 etag = 7, alors la réunion est connexe par arcs.

Démonstration : Faciled

Définition 162 (Composante connexe par arcsl.a composante connexe
par arcs de x est la réunion de tous les connexes par arcs passantcpar
on la noteC, ().

Proposition 163 ¢ La composante connexe par arcs d’un point est connexe
par arcs.
e Deux composantes connexes par arcs sont soit disjointes soit confondues.
e C,(x) C C(x), car Cy(z) est un connexe contenantet C(x) est le plus
grand connexe contenanmtpar définition.

Définition 164 (Localement connexe (par arcs)lUn espace edbcalement
connexe (resp. par arcski tout point de I'espace posséde une base de voisi-
nage connexes (resp. par arcs).

Attention ; un espace peut étre connexe sans étre localement connexe. Voir par
exemple la figurd..5.

Notamment, alors qu’un espace dont tout point posséde un voisinage compact (par
exemple un espace compact!) est localement compact, un espace dont tout point pos-
sede un voisinage connexe n’est pas nécessairement localement connexe.

Théoréme 165Dans un espace localement connexe (resp. localement
connexe par arcs), les composantes connexes (resp. par arcs) des ouvefts sont
ouvertes.

Démonstration : FacileO

Corollaire 166 Dans un espace localement connexe (resp. localement
connexe par arcs) tout point posséde une base de voisinages ouverts et
connexes (resp. connexes par arcs).

Démonstration : Il suffit de considérer, étant donnéet un voisinagé” dez, un
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ouvert inclus dan$” et contenant,et une composante connexe (resp. par arcs) de
dans cet ouvertl

On peut noter le théoréme suivant :

Théoréme 167Dans un espace localement connexe par arcs, les ouyerts
connexes sont connexes par arcs. Notamment, les ouverts conné¥esate
de tout espace vectoriel normé&ont connexes par arcs.

a0u méme de tout espace vectoriel topologique.

1.5 Complétude

1.5.1 Suites de Cauchy. Espace complet

9]

Définition 168 (Suite de Cauchy)Une suite(x,,) dans un espace métriqu
est ditesuite de Cauchysi pour toute > 0 il existe unN € N tel quevn, m >
Nonad(zp,xm) <e.

La notion de suite de Cauchy est une notion métrique et non une notion topolo-
giqgue. Méme si deux distances sont équivalentes, on ne peut étre sir que les suites
de Cauchy soient les mémes pour les deux métriques. Par exempld(aygt =
|arctan(x) —arctan(y)|, latopologie suR est la méme que pour la topologie usuelle,
mais la suiteu,, = n n'est pas de Cauchy pour la métrique usuelle, alors qu’elle est de
Cauchy pour cette métrique.

Proposition 169 e Etant donnée une suite,, notonsX,, = {x;/k > n};
alors la suitex,, est de Cauchy si et seulement si le diametr&geend vers
0.

e Dans un espace métrique toute suite convergente est de Caulclmage
d’'une suite de Cauchy par une application uniformément continue est une suite
de Cauchy.

Définition 170 (Espace complet)Un espace métriqu& estcomplet, si toute
suite de Cauchy d& a une limite dansX.

Quelques exemples d’espaces complets :
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e les exemples de Banach donnés un peu plus loin.
e C* () avecQ un ouvert deR™, voir partie??.

Une propriété fondamentale des espaces complets est le théoréme du p6Gint fixe

Définition 171 (Espace de Banach)Jn espace de Banackst un espace veg
toriel normé complet.

Un isomorphisme entre I'espace de Banacl et I'espace de Banach' est
un isomorphisme des espaces vectoriels normés sous-jacents.

Quelques exemples d’espaces de Banach :
R
e R™ muni d’'une des normes suivantes :
- (xla 7$n) = E?:l |.%‘l|
(T ey ) = Do X7
- (X1, ey Ty) = maz_y a)
e L'ensemble des applications continues bornées d’'un espace topolagigassR
ouC, muni de la normg — sup,cx|f(x)]
e Les espace&?, comme on le verra en?
e Si F' est un Banach eE un espace vectoriel normé , alof§E, F) (ensemble
des fonctions linéaires continues dedansF’) est un Banach (pour la normge —

sup)|z =1 f(@)]))-

On rappelle que deux normes sont dites équivalentes si elles définissent la méme
topologie.

Tout d’abord quelques propriétés des Banachs issues directement de 14 partie
e Un isomorphisme algébrique (i.e. un isomorphisme au sens des espaces vectoriels )
continu entre espaces de Banach est un isomorphisme d’espaces vectoriels normés .
e Toutes les normes sont équivalentes surRiespaces vectoriels de dimension finie.
e Deux normes sont équivalentes si et seulement si chacune d’elle est inférieure a une
certaine constante multipliée par 'autre
e Un espace vectoriel normé de dimension finie est complet, et donc est un Banach.
e Les compacts d’'un espace vectoriel normé de dimension finie sont les fermés bornés.
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Proposition 172 Etant donnés des espaces métriqiigsen nombre fini, le
produit Ey x ... x E,, peut étre équipé d’'une métrique définie géfx;), (v:))
de I'une des formes suivantes (entre autres) :

o> d@i,yi)

e/ Zi d(zi,y:)?

o /i d@ny )P

o max;d(z;,y;)

Ce sont bien des distances et elles sont équivalentes entre elles. La topologie
ainsi définie est la topologie produit, que I'on a définie plus tét.

Proposition 173 Un espace métrique est complet si et seulement si l'intersec-
tion de toute suite décroissante de fermés non vides de diamétre tendaht|vers
est non vide et donc réduite & un point.

Démonstration : Sil'espace métrique est complet, alors on considgrapparte-
nant aun-ieme fermé ; la suite est de Cauchy, et converge donc vers un point; quel que
soitn, ce point est limite d’'une suite de points &g ; donc il appartient &, puisque
X,, est fermé. En outre, le diamétre tendant \i&re diametre de l'intersection est
donc il s’agit d’'un seul point.
Réciprogquement, étant donnée une suite de Caughyn considere la suite des,
avecX,, = {x;/k > n}; cette suite vérifie les hypothéses, donc l'intersectionXlgs
est réduite a un point. On montre facilement que ce point est limite ¢(es

Proposition 174 Un produit fini d’espaces métriques complets, muni d’une
métrigue comme défini ci-dessus, est complet.
Réciproguement un produit fini d’espaces métriques, muni d’'une métrique

comme défini ci-dessus, est complet si et seulement si chacun des facteuys I'est.

Démonstration : La démonstration (pas trés difficile) est laissée au lecteur.

Proposition 175 Si une suite de Cauchy a une valeur d’adhérence, ellg est
convergente.

Démonstration : On considére une suite extraite qui converge, et on montre faci-
lement que la suite tend vers la méme lintite.
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Corollaire 176 Un espace métrique compact est complet.

Démonstration : S'il est compact, toute suite a une valeur d’adhérence (par le
théoréme de Bolzano-Weierstrdsk) ; il suffit alors d’appliquer la proposition précédente.

Théoreme 177 Le corpsR est complet pour sa métrique ; de méRie muni
d’'une norme est complet pour cette norme. Plus généralement un espace normé
de dimension finie est complet.

Démonstration : On considére une norme shrde dimension finie et une suite
de Cauchyr,,. On montre que pour un certaivi la suite est a valeurs dans la boule de
centrexy et de rayonl a partir du rangV, directement par la définition d'une suite
de Cauchy; on a donc une suite dans un compact, et donc la suite de Cauchy converge
vers un élément de cette bouie.

) On trouvera par exemple une utilisation de ce théoreme Héhs

Proposition 178 Un sous-ensemble d’'un métrigue complet est complet si et
seulement si il est fermé.

Démonstration : Soit A un sous-ensemble fermé dé complet. Sixz,, est une
suite de Cauchy dan4, c’est aussi une suite de Cauchy dansdonc elle converge.
Si A est fermé la limite est dané. Réciproquement, on suppaséansA, et on choisit
une suiter,, qui tend verse ; et on remarque que, est de Cauchy et donc converge
vers une limite dangl puisqueA est completd

Définition 179 (Série absolument convergentepoit £ un espace vectorie|
normé.(x, ) dansk est appelée ungérie absolument convergentsi_, -, ||
Ty, || < Fo0.

Théoréme 180Un espace vectoriel normg est complet si et seulement|si
toute série absolument convergefitg) est convergente darfs.

Démonstration : Supposong’ complet.
Soit une série;,, absolument convergente. Pour> n on a
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m m

A iy @)= Y @il
i=0 =0

Donc la suitey,, = >, x; est de Cauchy, et donc converge.

Réciproquement supposons maintenant que toute série absolument convergente
converge. On se donng, une suite de Cauchy. On en extrait une sous-suitd, et
T — T, [|< 2% pourm > ny ; la série correspondante est absolument convergente; il
est facile d’en déduire que la suite a une valeur d’adhérence, et donc qu’elle canverge.

Théoréme 181Si E' est normé et si’ est de Banach, alors I'espace normé
L(E, F) est aussi de Banach.

Démonstration :  Soit f,, une suite de Cauchy dad$ F, F'). Pour toutz € F, on
all fu(z) — fm(@) 1<l fn = fm || - || = ||, donc la suitef,, (z) est de Cauchy dans
F'; elle converge vers un élément que 'on ngte:). Il est clair quef est linéaire.
On fixe alorse > 0. On choisitN tel que|| f, — fm [|I< €, pourn,m > N, et on
considéerer de norme< 1. En faisant tendren vers l'infini on obtient quévn > N
I fn(z) — f(x) ||< €; donc f est bornée sur la boule unité, et dofiest continue.
On obtient avec la méme formule la convergencé,deers f au sens de la norme. En
résumé, la preuve s’obtient en montrant la convergence simple (facile), puis en mon-
trant que la limite est linéaire (trivial), puis qu’elle est continue (y'a qu’'a I'écrire et ca
roule).O

Corollaire 182 Le dualE’ d’'un espace normé& est un espace de Banach.

Démonstration : Par application immédiate du théoréme précédent.

) \oir le corollaire??.

Théoreme 183Si K est un espace compact Bt un espace complet, alors
I'espace des applications continues BedansY C°(K,Y') est métrique com

plet pour la distancel( f, g) = sup.d(f(z), g(x)).
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Démonstration : La compacité dé< permet de vérifier que la fonctiahest bien
définie; elle est clairement effectivement une métrique. Etant dofinéee suite de
Cauchy dans I'espace considéré, on montre facilement que cette suite converge sim-
plement vers une certaine fonctign en utilisant la continuité d¢, et la convergence
uniforme on conclut facilement a la continuité fleLa convergence uniforme de¢s
découle facilement du critere de Cauchy dans I'espace congidéré.

) Voir par exemple le théorén®?. On peut citer aussi le fait que I'espace des appli-
cations continues d’'un espaéécompact dans un espaéede Banach est de Banach

pour la norme| || = sup. || f(z)]| -

Exercice 184 Si FE,...E,, sont des espaces vectoriels normés, akede Banach,
montrer que I'espace normi&(Eq, ..., B, ); F') est aussi de Banach.

1.5.2 Complété d’'un espace métrique

Théoréme 185 Tout espace métriqueX, d) se plonge isométriquement dans
un espace compléX , d) avecX dense dans.
Si on se donne deux tels plongements, alors I'identitésaétend de maniere
unique en une isométrie d&; et X,.

Définition 186 Un tel espace métrique complet est appmiénplétéde X .

Démonstration :
Existence :

e 0n commence par introduire une relation d’équivalence entre les suites de Cauchy :
on dit de deux suites qu’elles sont équivalentes si la distance entre I'une et I'autre tend
versO0 (ie (z,,) est équivalente &,,) silim z,, — y,, — 0).
e On considéreX I'ensemble des classes d’équivalences pour cette relation.
e On note pafz,] la classe d'équivalence de la suitg.
e On remarque que la distance entrgety,, tend vers une limite donnée pourten-
dant vers+oo (noter que pour ce point on utilise la complétudeRdmontrée un peu
plus tét).
e On peut donc prendre pour distance 3lia limite de la distance entre deux suites
pourn tendant vers I'infini ; on vérifie facilement qu’il s’agit bien d’une distance.
e On peut prendre pour plongement la fonction qui@ssocie la suite constante égale
ax.
e On constate facilement que ce plongement est une isométrie.
e On peut voir facilement que I'image du plongement est dense Hagrs considérant
pour une suite donnée, la suite des suites de Cauchy constante égaigs a
e On peut maintenant identifief et son image.
e On considére maintenant une suite de Cauchy dansotéey,,.
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e Pour toutn on peut choisirz,,, suite de Cauchy, telle que la distance (d&fsentre
x,, ety, soitinférieure a /n.

e La suitex,, est de Cauchy danX, et donc aussi dan& . Par définition deX, la
limite de la suiter,, est la classe des suites dont la distange ast nulle.

e Il ne reste plus qu’a voir qug, tend aussi vers cette limite.

L'unicité résulte du corollairé 880

Théoreme 187 Soient deux espaces métriquést B avecB complet. SiD
est une partie dense déet f : D — B est uniformément continue, alors|il
existe un et un seul prolongement contjiu A — B. Cette fonctionf est de
plus uniformément continue.

Démonstration : e L'unicité est évidente, par unicité de la limite et par la den-
sité deD dansA.

e L'existence découle immédiatement du critére de Cauchy, grace a la complétude
de B.

e Il reste @ montrer I'uniforme continuité : soiemtet y distincts dansA. Soit
o — @ €ty, — y, avecr, ety, dansD. d(f(x), f(y)) < 2d(f(zn), f(yn)) Sin est
assez grand. L'uniforme continuité geen découle immédiatement.

) Cela servira a montrer quelques propriétés simples des espaces de Holder, voir
??, et le théoréme de Plancherel. L'escalier de Cantor utilise aussi ceci (voir partie
1.6.13. Cela permet aussi de voir quelsiest métrique complet connexe localement
connexe, alord’ est connexe par arcs

Corollaire 188 Une isométrie : D — B d’un sous-ensemble dense de I'es-
pace métriqued sur une partie de I'espace métrique compiets’étend de
maniére unique en une isométiie A — B de A sur une partie deB. L'ex-
tensioni est une bijection del sur B si et seulement ${ D) est dense danB.

Démonstration : Evident, méme preuve que pour le théorerfgn

53



www.Zes-# athematiques.net

1.6 Zoologie de la topologie

1.6.1 Séparation de fermés par des ouverts dans un métrique

Proposition 189 SoientF; et F» deux fermés disjoints d’un espace métrique
(E,d). Alors il existe deux ouverfd; etU, tels queF; C Uy et F, C Us, Uy
et U, étant disjoints.

En outre il existe une fonction continue Bedans|0, 1] dont la restriction aF;
est égale & et dont la restriction a estl (c'est a dire quexr, < f < xry).

Démonstration : Considérer la fonctiorf définie par

sup(d(z, F1) — d(x, F»),0)

f(x): d(a:,Fl)

siz ¢ Fy et f(z) = 0sinon. puis; = f~1(]0,0.5]) etUs = f~1(]0.5,1]).0

1.6.2 Théoréme de Baire

Théoreme 190 (Théoréme de Baire)Soit X un espace topologique. Si est
localement compact, ou s'il est métrique complet, alors

e Toute intersection dénombrable d’ouverts denses est dense

e Une réunion dénombrable de fermés recouvrd@ntomporte un fermé d'in-
térieur non vide

Démonstration : |l suffit de montrer la premiére assertion, la seconde étant équi-
valente par passage au complémentaire.
On se donné/; une famille dénombrable d’ouverts avEg = X. Soit V' un ouvert
non vide. On veut montrer que l'intersection désa une intersection non vide avec
V.0n posd = UyNV (ouvert non vide par densité d&). Ensuite, par récurrence :
oV, CV,_1NU,pourn > 1
e Cas métrique complet : on impogéum(V,,) < 2%
e Cas localement compacV;, compact
Lintersection ded/,, est non vide, car :
e Dans le cas localement compact, il s'agit d’'une suite décroissante de compacts non
vides.
e Dans le métrique complet, il s’agit d’'une suite décroissante de parties non vides de
diametres tendant veés
Il suffit alors de choisir un élément dans I'intersection #gesl

) Les lignes qui suivent fournissent de nombreuses applications du théoreme de
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Baire. Il y a aussi par exemple I'applicatidr6.18

Proposition 191 Un espace de Banach de dimension infinie n'a pas de base
algébrique dénombrable.

Démonstration :

Supposons qué’, espace de Banach de dimension infinie, ait une base dénom-
brable(e,,) pourn € N.

Définissons aloré’,, espace vectoriel engendré pardgpouri < n.

F, est alors un fermé (car de dimension finie, résulid) et d'intérieur vide (fa-
cile). Or I'union desF,, est égale & ; donc E' devrait étre d'intérieur vide grace au
théoreme de Baire, ce qui est absurde.

Corollaire 192 R[X] n’est de Banach pour aucune norme.

Théoréme 193 (Théoreme de Banach-Steinhau§oitT,, : F — F une fa-
mille d’applications linéaires continues de I'espace de Ban&dans I'espace
NOrMéFr. SiVx sup, || Tox ||< 00, alorssup,, || Ty ||< oo.

) On verra une application a la transformation de Toeplitz (propositidnqui
fournit une preuve élégante de la moyenne de Césaro (cordiigire

Démonstration : On poseB,, I'ensemble des tels queva on a|| T, (z) ||< n
B,, est fermé. Lhypothése permet de dire que l'union fgsestE. Par le théoréme
de Baire, I'un desB,, est d’intérieur non vide. On en déduit facilement le réstitat.

Corollaire 194 SoitT,, : E — F une suite d'applications linéaires continues
de I'espace de Banach dans I'espace normé'. SiT.z = lim,—, oo Th(x)
existe pour tout:, alorsT' est une application linéaire continue.

Démonstration : FacileO

Définition 195 (Application ouverte) Une application est diteouverte si
I'image de tout ouvert est un ouvert.
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Théoréme 196 (Théoréme de I'application ouverte)une application
linéaire continue surjective entre espaces de Banach est ouverte.

Démonstration : Donnons nous une telle applicatigh entre deux espaces de
BanachFE et F. f est donc supposée linéaire, continue, et surjective. On montre qu’elle
est ouverte.

e SoitU un ouvert der. Il suffit de montrer quef (U) est ouvert dang'.

e Soitz dansf (U). Il suffit de montrer quef(U) est un voisinage de.

e Par translation, on peut supposes 0.

o |l suffit donc de montrer qu’une certaine boubg-(0, ) dansF centrée er) de
rayon un certain > 0 est incluse dans I'image pgrd’une boule arbitraird3z (0, ')
dansE, centrée e, de rayonr’, avecr’ tel que Bg(0,7’) C U. Par linéarité de
f, on peut se limiter & = 1. Il convient donc de montrer qu'il existe tel que
BF(OJ’) - f(BE(O, 1))

¢ Définissons, pour € N, F,, = f(Bg(0,n)).

e D'apres le théoréme de Baire (ci-dessus), I'union Bggtant égale &, il existe
un F,, d'intérieur non vide. Du coupk}, par linéarité, est lui-méme d’intérieur non
vide.

e |l existe donc une boul®r(y, €) centrée ery de rayore > 0 incluse dand.

e Par symétrie-y € F;. FinalementBr(y,e)—y C F1+ Fy,doncBr(0,€) C Fy
(Fy + F1 = F> comme on s’en convaincra aisément).

e Br(0,5) C Fi, d'ou le résultatn

Corollaire 197 (Théoreme d’isomorphisme de BanachlUne  application
continue linéaire bijective entre espaces de Banach a un inverse contiest
un isomorphisme).

Démonstration : Conséquence immédiate du théoréme de I'application ouierte.

) Voir par exemple le théoréme?, utilisant aussi le théoréme de Riesz et le
théoreme d'Arzéla-Ascoli.

Corollaire 198 Si £ muni de la normé&V; est un Banach et st muni de la
norme N, est un Banach, alors sV; < A.N, pour un certain\ implique
N> < pN7 pour un certainu. Donc si une des deux normes est plus fine gue
I'autre, alors elles sont équivalentes.

Démonstration : L'identité de (E, N;) dans(E, N;) est continue, bijective, li-
néaire ; donc c’est un isomorphisre.
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Corollaire 199 (Théoréme du graphe fermé)Soit 7" : E — F, linéaire
entre les Banaclt et F'. L'application T' est continue si et seulement si|le
graphe del” est fermé dan& x F.

Démonstration : Un sens ne pose pas de probléme; le graphe d'une application
continue est toujours fermé.
Réciproquement, supposons le graphe fermé, voir figjuce
e L'espaceF x F' est en fait un espace de Banach.
e Le graphe est en fait un Banach (la linéaritéldpermet de conclure que le graphe
est en fait un espace vectoriel, qui est fermé par hypothese ).
e La projection du graphe suf restreinte au graphe est une application linéaire bijec-
tive du graphe suF ; par le corollaireL 97, son inverse est aussi continue. La projection
du graphe suf’ est aussi continue.
e Lafonction considérée, composition de deux fonctions continues, est donc cantinue.

E x F = Banach

Banach continue

(nar théoréme d’isomorphisme
de Banach)

linéaire bijective
continue

E

FiG. 1.6 — Schéma explicatif de la preuve du théoreme du graphe fermé.

57



www.Zes-# athematiques.net

1.6.3 Distance d’'un point a une partie

Proposition 200 Soit A une partie non vide d’'un espace métriq(e, d).
L'application d qui &z dansE associed(z, A) = inf{d(z,a)/a € A} est
continue etl-lipschitzienne.

) Cette proposition servira un peu partout, par exemple pour le leRhiees
utile pour approximer des fonctions par des foncti6iis), ou pour le lemme02, ou
pour voir que leg-voisinages sont ouverts. .

Démonstration : Soitx dansk, montrons quel est continue en. Considérong
dansFE, et donnons nous> 0 (figure1.7).

Par définition del et de I'inf, il existea € A tel qued(z,a) < d(z, A) + . Alors
d(t,A) < d(t,z) + d(x,a) < d(t,z) + d(z, A) + ¢ doncd(t) < d(x) + d(t,z) + €.
En faisant tendre vers0 on obtientd(t) < d(z) + d(z,t). De méme on aurait(z) <
d(t) + d(z,y). Donc i i

|d(x) — d(t)| < d(, t)

On en déduit la continuité et le caractéréipschitzien ded.00

FiG. 1.7 — Continuité de la distance a une partie : une simple application de I'inégalité
triangulaire.
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Corollaire 201 La distance entre un compact et un fermé disjoints-est

par distance entre un compact et un fermé on enténfide la distance
entre un point du compact et un point du ferme.

Démonstration : La distance a un ensemble étant continue, la distance d’un point
du compact au fermé atteint son minimum sur le compact (). Si la distance est
nulle, alors elle est nulle en un certain paintlu compact. On prend alors une suite
x, du fermé tendant vers (par exemplel(z,,z) < 1/n); sa limite est nécessaire-
ment dans le fermé, doncest a I'intersection du fermé et du compact, donc ces deux
ensembles ne sont pas disjoints. D’ou la contradiction, et le résultat.

La distance entre deux fermés disjoints n’est pas nécessairement non nulle!
Considérer danR les fermésF; et F;, définis par

=N

n

1
=1 Z /neNAn>2)

1.6.4 Approximation d’ouverts par des compacts

Lemme 202 SoitU un ouvert deR™. Pourm > 1, notonsk,, l'intersection
de

{r eU/d(z,U°) > —}

1
m
etde B

B(0,m)

Alors :

e Pour toutm > 0 K,,, est compact
e K,, C I’I’Lt(Kerl)

o U =UK;

e VK compactdd/ Im/K C K,,

) Ce résultat servira par exemple pour le coroll&Pgou pour l'utilisation de la
définition??, ou pour la propositio??.

Démonstration : e K, est borné (clairement)s,, est une intersection de deux
fermés (rappelons que pour une partie non vide donnée I'application qui a un point
associe sa distance a cette partie est continue, voir propo3lignUn fermé borné
deR™ est compact (corollair28).

o |l suffit de voir que I'intérieur d’une intersection finie est I'intersection des inté-
rieurs.
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e La distance d’'un point de U au complémentaire d€ est> 0 car le complé-
mentaire dé/ est fermée (un point a distance nulle d’'un fermé est dans ce fermé).

e Soit K un compact inclus dans.

L'inf de la distance d'un point dé& au complémentaire d€ est> 0 grace a un
corollaire précédent. Donc cette distance est supérielfegpourm assez grand. ||
suffit ensuite de prendrer assez grand pour quE soit inclus dans la boule fermé
B(0,m).0

Lemme 203 @pproximation d'ouverts du plan par des compacts pas trop troués
Soit{) un ouvert deC (on pourrait direR?). Alors il existe une suite de com
pactskK,, inclus dang? tels que :

o K, C Int(K,11)

e Tout compact d€ est inclus dans un certaiff,
e Toute composante connexe @ U {oo}) \ K,, contient une composante
connexe déC U {oo}) \ ©

\|

\ —

&\ La derniére condition signifie simplement qu'’il n’y a pas de "trous" su-

perflus dans le%(,,. La seconde condition implique que la réunion é&sest).
Démonstration : On utilise les méme£X,, que dans la partie précédentes.

Le seul probleme est de vérifier que la derniére condition est vérifiée.

On se donne don€' une composante connexedé K,,°, etz appartenant a cette
composante connexe.

Alors nécessairemelfit| > n ou|xz — f| < 1/n pour un certairy dansF', avecF
le complémentaire d@.

Dans le casz| > n, alors lesh.x, pour A réels> 1, forment une demi-droite, qui
unie a{oo}, forme un connexe, inclus dafs et intersectant une composante connexe
deC \ Q (puisqueso & Q1).

Dans le case — f| < 1/n, le segmeniz, f] estinclus dang¢’, doncC contientf,
et donc intersecté' \ 2, au moins ery.

D’ou le résultatd

1.6.5 Homéomorphisme entre une boule fermée et un compact convexe
d’intérieur non vide

Proposition 204 Soit K un compact convexe d'intérieur non vide&e.
Alors K est homéomorphe a la boule unité fermée.

Démonstration :
e On peut supposer gueappartient a I'intérieur dé.
e On peut agrandiK jusqu’a ce qu'il contienne la boule unité fermée.

8¢ est le compactifié d’Alexandrov d& (C U {co})
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e On définit la fonctionf de la boule dang( qui ax associ€l.x avecT le sup
dest € R* tels quet.u appartient &, avecu le vecteur directeur de (z/||z||). On
définit f(0) = 0.

e Montrons tout d’abord qu¢ est bien définie. Si est non nul K étant borné, le
sup deg en question est bien définisiest non nul (le cag(0) étant séparé).

e t.u, appartient & pour toutt < T', par convexité dés. Le fait queK est fermé
fait queT.u appartient & . Si x est de normd, le probléme est donc résolu. Sest
de norme plus petite quie a fortiori, 7.« appartient &  par convexité de .

o Il faut maintenant montrer qug est continue.

e f est continue en. En effet il est clair quef (z) tend verd) quandz tend ver.

e Il convient maintenant de montrer qyfeest continue en autre que). Pour cela
il suffira de montrer que la fonction qui:dassoci€l le sup dest € R tels quet.u
appartient & est continue sur la sphére (ensuite il est clair que la multiplication par
un scalaire est continue, que la fonction qui a un vecteur associe son vecteur directeur
est continue (par quotient/ || z||).

e La figurel.8 parle d’elle mémel

Cela permet d’appliquer des triangulations sur la boule unité fermée (enfin sur
un simplexe homéomaorphe a la boule), voir théor&ne

B l

Fic. 1.8 — Par hypothése, la boul est incluse dang(. On se donne: le point
f(u), c'est & dire le "bord" dd< dans la direction:. Alors la zone grisée appartient
nécessairement & par convexité.f(v) est alors nécessairement au deld/depar
convexité dei, et en deca dé\,, par définition de:. D’ou la continuité def.
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1.6.6 Intersection vide d’une suite décroissante de fermés convexes
non vides bornés d’'un espace vectoriel normeé

SurR l'intersection d’une suite décroissante de convexes fermés bornés non vides
ne saurait étre vide. Dans le cas général il en est tout autrement.

¢ Soit E' I'espace des fonctions continues|@el] dansR.

e C’est un espace vectoriel normé pour la norme infinie. C'est méme un espace de
Banach.

e Soit (z,,)nen Une suite de rationnels dense déng].

e Soit C,, 'ensemble des applications de nulles enz; pour tout: dans|0, n],
bornées pa? et d'intégralel sur|0, 1].

e Les(,, sont non vides, convexes, fermés, bornés, décroissants.

e Lintersection deg”,, ne peut contenir que des fonctions nulles sur tous les ra-
tionnels, et continues, donc l'intersection dés ne peut pas contenir de fonction non
nulle. Or Lintersection de§’,, ne peut contenir que des fonctions d’'intégrhle

1.6.7 Valeurs d'adhérence# limites de suites extraites

Proposition 205 L’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite n’est pas né-
cessairement égal a I'ensemble des limites de sous-suites extraites.

Démonstration : En effet, soitF 'ensemble des applications continues[dgl]
dans|0, 1] ; on le munit de la topologie produit, c’est & dire de la topologie de la conver-
gence simple (il est facile de vérifier que c’est pareil...).

¢ Un voisinage de la fonction nulle dafsest de la formd f/Vi € [1,n]| f(z;)| <
€;} (%), avec leg; positifs, et lesr; dans|0, 1].

e On considére les applications en dents de scie, égdlena, enxy, enxo, ...

, €N, avecr; < 41, o = 0 etz; = 1; et affine entrer; et Z55+t et T2l ot
zi+1, avecf (BE5HL) = 1, avec lesy; rationnels.

e On peut clairement les énumérer, et donc il s’agit d’'une suite.

e la suite nulle est clairement dans I'adhérence de cette suite (prendre un voisinage
de la fonction nulle écrit sous la fornte), et regarder ce qu'il se passe.

e aucune suite extraite ne peut tendre simplement vers la fonction nulle, sinon le
théoréme de convergence dominée de Lebesgue permettrait de dire que l'intégrale de
la fonction nulle est la limite de l'intégrale des fonctions de la suite - or toute fonction
de notre suite a une intégra%ej

1.6.8 Les espaces projectifs

Proposition 206 Les espaces projectifs sont compacts et connexes par afcs.

On trouvera plus d’informations sur ce sujet dans la p&?ie
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1.6.9 Le cube de Hilbert

Définition 207 On appellecube de Hilbert 'espace produit0, 1]N, muni de
la topologie produit [0, 1] étant muni de la topologie usuelle sur les segments
de réels).

Propriétés :

e Le cube de Hilbert est connexe par arcs (considérer, étant donnés deux suites de
réels(z, )nen et(yn)nen, 'application qui & associ€x,, +t.(y, — zn))nen). Chaque
composante étant continue, cette application est continue.

e Le cube de Hilbert est métrisable (considérer I'application qui8) et (y,)
associey,, oy Lntnl,

e Le cube de Hilbert est compact; par application du théoréme de Tykhonov.

Théoreme 208 Tout espace métrique compdctest homéomorphe a un sous-
espace topologique du cube de Hilbert.

Démonstration :

¢ Etant donné: € N, on considére un recouvrement Hepar des boules,, ; pour
i € [1,t(n)], en nombre fini et de rayolyn (on peut toujours construire un recouvre-
ment fini, en extrayant un recouvrement fini du recouvrement comportant TOUTES les
boules de rayon /n, via la compacité d&).

¢ On noteB,, ; la boule de méme centre qtig;, mais de rayon double(n)

¢ On peut, par le lemme d’Urysol2®, trouver une fonction continug, ; égale a
1 surb,, ;, comprise entr@ et 1, et nulle en dehors de la bouls, ;.

e On peut alors construire I'applicatighqui a un pointz de K associe

(fl,l(x)a cey fl,t(l) (‘L)a f2,1(x)7 ) f2,t(2) ('L')a ) fm,,l(x)v ) fm,t(m) (‘L))v

qui est un élément du cube de Hilbert.

o Cette application est continue, puisque toutes ses composantes sont continues.

e Elle est injective, on I'a d’ailleurs un peu beaucoup construite pour ¢a.

e f de K dansf(K) est alors une application continue bijective d’un espace com-
pact dans un espace séparé ; ceci implique fgast un homéomorphisme, d'apres le
corollaire121.0

1.6.10 Fonction non continue vérifiant la propriété des valeurs in-
termédiaires

Il suffit de considérer la fonction qui & un réebssociesin(1/x) si z est non nul
et0 sinon.

63



www.Zes-# athematiques.net

1.6.11 Tous lesfermés dB™ s’expriment comme zéros de fonctions
indéfiniment dérivables

@ Des fermés particuliers, le cas de la dimension

Lemme 209 Il existe une fonctio> deR dansR qui s’annule exactement
sur] — oo, 0].

Démonstration :

e On posef(z) = exp(—1/z) pourx > 0, f(z) = 0 sinon.

e |l est clair quef estC> surR*.

e En0 on peut facilement voir que toutes les dérivées sont nulles, car leurs limites
sont nulles, puisqu’elles s’expriment comme produit d’'une fraction rationnelle par un
exp(—1/x).0

Lemme 210 Tout intervalle ouvert d® s’exprime comme complémentaire de
I'ensemble des zéros d’'une foncti6fi©.

Démonstration : e Ja, +00[ 0U] — 00, a[ : Voir lemme précédent.
e |a, b] est 'ensemble des zéros de— f(z —a).f(b— x).0

Lemme 211 Tout fermé d&® s’exprime comme ensemble des zéros d’'une fonc-
tion C*°.

Démonstration :

e On noteU le complémentaire du fermé & étudier.

e U est ouvert.

e U est réunion dénombrable d'intervalles ouverts disjoints (preuve en vérifiant
gu'il y a un rationnel dans toute composante connexe d’'un ouvert)

¢ On noteg,, une fonction (voir lemme précédenf)* qui s'annule exactement
sur le complémentaire du-iéme intervalle de la partition ci-dessus.

e On note¢ la somme deg,,. Cette somme est bien définie car il y a au plus un
desg,, qui est non nul en un point donné.

¢ ¢ est indéfiniment dérivable, comme on s’en rend facilement compte en regardant
ce qu'il se passe au voisinage d’'un point donné - qui n'appartient qu’'a un seul support
deg,.O0

@ Des fermés particuliers, le cas général : dimension quelconque

Lemme 212 Soit B une boule ouverte dR™ ; il existe une fonctiorC'> nulle
partout sauf dans cette boule, ou elle esb.
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Démonstration : On montre le résultat pour la boule unité ouverte, la généralisa-
tion étant évidente.

e Soit f(x) = emp(—ﬁ) pourz tel que||z|| < 1, etf(z) = 0sinon. La norme
ici évoquée est la norme euclidienne.

e |la situation étant invariante par rotation, on se contente de montrer que la fonction
estC sur le premier axe (i.e. 'ensemble des0, 0, ...0) pourz dansR).

e Pour cela on montre que chaque dérivée partiell€’&st

e Tout d’abord dans le cas d’'un point autre queu 1 :

- La dérivée partielle suivant un autre axe que le premier est clairement nulle, par
symétrie du probléme.

- La dérivée partielle suivant le premier axe est clairend&lit comme composée
d’'applicationsC°, voir le lemme210.

e Et en zéro, il suffit de voir que le carré de la norme euclidienne est une fonction
polynémiale, done&°.

e Le casl se traite facilement, comme dans le lemp@&.00

Lemme 213 Tout ouvert s'écrit comme réunion dénombrable de boules|ou-
vertes.

Démonstration :

¢ On considére la suite,, des points a coordonnées rationnelleg/dein ouvert.

e Pour toutz,,, on définitr,, le sup des tels queB(z,,,r) C U.

e 1, est bien positif strictement, puisqUeest ouvert.

e |l est clair que tout rationnel d€ est inclus dans la réunion déxz,,, ).

e Tout pointx est inclus dans une boule centrée sute rayone incluse dand’ ;
donc une boule centrée sur un rationnel situé a une distance ad/plde = et de
rayon maximal va contenir. En effet

e Des dewe précédents, on déduit donc que notre ouvert s’exprime comme réunion
dénombrable de boules ouvertes.

Théoréme 214 (Le résultat tant attendu) Tout fermé de R™ s’exprime
comme zéro d’'une fonctiafi*.

Démonstration : e Soit F' un fermé. On considér& son complémentaire. On
écritU comme une réunion dénombrable de boules ouvéites

e On fait alors une somme pondérée de fonctions comme définies dans le lemme
212 Avec ¢ la fonction donnée par le lemn#.2 pour la boule unité, on peut écrire
cette somme comme. .~ | ¢; (252,

e |l faut maintenant parvenir a sommersaiéme fonction pondérée par le terme
(strictement positif) nécessaire pour ramener toutes ses dérivées en des$gis de
fois une constante ne dépendant que de I'ordre de la dérivée; ainsi on aura conver-
gence normale de toutes les dérivées et donc la sommé'seraa difficulté est que
contrairement au cas de la dimensigries boules ne sont pas disjointes.

e |l est suffisant pour cela que la somme dg&* soit convergente. En effet, dans
ce cas la dérivég-ieme deciqb(x;—fi sera majorée par la borne sur la dérivégme
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de ¢, divisée par?.
1 . . 1 .
e Il suffitde choisire; = e™ 7 .27%;ainsiy_ ¢; /rF = > 270e ™ frk <Y 270 My,
avecM, le sup dez*.e 1.0

1.6.12 Le compactifié d’Alexandrov

On se donneX un espace topologique séparé, non compact, localement compact.
L'objectif va étre de construire un espade a peine plus gros qué&’, qui lui sera
compact, et qui contient un sous-espace topologique homéomorphe a

On poseX = X U {co}. On définit7 I'ensemble constitué :

- des ouverts d&

-desX \ K, ou K estun compact d& .

o |l est facile de vérifier qug est une topologie. Lensemble des ouvertsidest
bien stable par intersection finie et par réunion quelconque ; et I'ensemble des complé-
mentaires de compacts dé dansX est bien lui aussi stable par intersections finies
et réunion quelconques (rappelons qu’une réunion finie de compacts est compacte et
gu’une intersection quelconque de compacts est compact - comme fermé d’'un com-
pact); il suffit donc de vérifier que la réunion (resp. l'intersection) d’'un ouver at
d’'un complémentaire de compact deest bien un ouvert d& ou un complémentaire
de compact deX.

Pour cela soit/ un ouvert deX, et K un compact deX, de complémentair&’.

U NV estlintersection d’'un ouvert avd¢\ K qui est un ouvert; donc c’est un ouvert
de X. EtU UV est le complémentaire d& N U’, avecU’ le complémentaire d&
dansX.

« Montrons queX est dense dank. Pour le voir il suffit de voir que tout voisinage
deoo intersecteX ; ce qui est clair carX n’est pas compactt

e On va maintenant montrer qu€ est homéomorphe & un sous-espaceXde
L'identité de X dansX est injective. Les ouverts d€ inclus dansX étant exactement
les ouverts deX,, il est clair gqu'il s'agit bien d’'un homéomorphisme.

e Montrons maintenant quE est séparé (premier pas pour montrer qu'’il est com-
pact). On peut séparer deux pointsXigar des ouverts, puisque est séparéMon-
trons maintenant qu’on peut séparer un painE X de co. On se donne pour cela
K un voisinage compact de ce qui peut se faire puisqu& est localement compact

IntK et X \ K sont des ouverts séparanet oc.

 Montrons maintenant qu& vérifie la propriété de Borel-Lebesgue, c’est a dire
que de tout recouvrement d’ouverts deon peut extraire un recouvrement fini. Soit
X = U,e1U;, avec ledJ; ouverts. Un certai/;, contientco. Son complémentaire est
compact, et recouvert par I€5, pourj # iy ; on peut donc le recouvrir par I€s;,
pourj € J fini. Lensemble ded/; pouri € J U {ip} est un recouvrement fini d¥.

7Je souligne de temps a autre les endroits ou s’appliquent les hypothéses
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Exemple R” est homéomorphe a la sphére unitéRde ! 8.

D

Théoréme 215 (Compactifié d’Alexandrov) Si X est un espace topologiqu
non compact et localement compact, il existe un espace topologigeem-
pact appeléompactifié d’Alexandrov de X et tel que :

e X estdense danX . e X est homéomorphe & un sous espace topologique de
X.

1.6.13 Le cantorks

Définition 216 (Cantor K5) On noteCy I'ensembld0, 1].
On noteC; I'ensembld0, 1] U [2,1].
5 ]

On noteC,, I'ensemble0), %} U [%, SlulsIulg,

Ne]Ne}

On noteC,, 'ensemble}.C,,—1 U (Cp—1 + 2).4.

On noteK 3 lintersection des”,,, pourn € N. On appelle cet ensembdan-
semble triadique de Cantor

On le munit d’'une topologie en considérant la restriction de la distance usuelle
a Ks.

FiG. 1.9 — Construction de I'ensemble de Cantor. Les lignes successives représentent
Clv 021 031 04'

8Cette sphére est de dimension topologigue

67



www.Zes-# athematiques.net

Proposition 217 L’ensemble triadique de Cantdt; est aussi 'ensemble dgs
réels def0, 1] dont le développement 3-adique ne comporte qué® desde2.

Démonstration : Cela se prouve facilement en considérant l'intersection(ges
jusgu’a un certain rang, et en prenant la limite en I'infini.

Proposition 218 L'ensemble triadique de Cantdt; est compact.

Démonstration : K3 est fermé, car c’'est une intersection de fermés, et borné car
inclus dang0, 1]. Donc il est compact, comme tout fermé bornékde

Proposition 219 L'ensemble triadique de Cantdk’; est de mesure nulle et
d'intérieur vide.

Démonstration : K3 est mesurable, comme intersection dénombrable de fermé.
La mesure dd(; est inférieure a la mesure dg,, pour toutn ; donc K3 est de mesure
nulle. K5 est d'intérieur vide, sinon il ne serait pas de mesure rulle.

Proposition 220 L'ensemble triadique de CantoK; est homéomorphe a
{0, 1}, ensemble des suites @@, 1}, muni de la topologie produit de la to
pologie discrete suf0, 1}.

Démonstration : Soit la fonctionf qui & une suitew,, de{0, 1} associe la somme
des2.u, /3™, Cette fonction est injective, clairement. Elle est surjective (proposition
217). Voyons maintenant la continuité de en fait on va considérer la continuité de
f~L. Pour cela on considére I'image réciproque d’un ouvert non vide de la base d’ou-
verts de la topologie produit constituée des produits d’ouverts tels qu’'un nombre fini
d’ouverts seulement soient différents fie 1}. Il est suffisant pour que 'image réci-
proque dex soit dans cet ouvert que les premiers chiffres soient les mémes, et donc
gue la distance soit suffisamment petite.

Enfin toute fonction continue bijective d’'un compact dans un séparé est un homéomor-
phisme (d’apres le corollairg21), ce qui permet de conclure.

Proposition 221 L'ensemble triadique de Cantd{’; esttotalement discon-
tinu, ce qui signifie que la composante connexe d’'un point est réduite |a ce
point.
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Il suffit de montrer qu’étant donnéset y danskKsj, il existe deux ouverts fermés
disjoints contenant I'ur: et I'autrey. En effet ainsi la composante connexexdsera
différente de la composante connexeyde
Pour cela on peut considérer indifféreméfif comme le produif0,1}™ ou comme
l'intersection des”,, ; dans le premier cas il suffit de considérer le premier rang auquel
les deux suites différent, dans le deuxiéme cas, le premier chiffre dans le développe-
ment triadique pour lequel ety different

Proposition 222 L'ensemble triadique de CantoKs; ne comporte pas de
point isolé.

On note qu'un ensemblearfait est un ensemble fermé et dépourvu de point isolé.
K3 sera donc un ensemble parfait.

Démonstration : Facile, soit en considérant un ouvert de la base d’'ouverts dans
le cas du produif0, 1}, soit en considérant I'intersection d’'une boule ouverte avec
K3 dans le cas de l'intersection dé% (bien entendu, une seule de ces deux preuves
suffit!).0

Proposition 223 K et() sont les deux seuls compaéfsinclus dand0, 1] qui
vérifient

1 1 2
K-U(K -+

=K
3 3 3

Démonstration : |l est facile de vérifier qué et K5 sont des solutions de I'équa-
tion donnée.
On considére maintenant 'ensemidi&[0, 1]) des compacts non vides inclus dans
[0, 1], et lapplicationf qui & un compack associek .t + K.1 + 2.
Cette application associe bien un compact inclus d&ns a un compact inclus dans
[0,1]. On va considérer un compadtdonné, non vide, et on va montrer qyie(A)
tend versK; pour la distance de Hausdorff.
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Définition 224 (Définition de la distance de Hausdorff)On  définit  tout
d’'abord :

Ve(A) = {z|d(z, A) <€}

V.(A) est appelé-voisinage ouvert deA. Il est ouvert par la propositio200.
Ensuite on noté (A, B) et on appellaistance de Hausdorffle réel

D(A, B) = inf{x/A C Vo(B) A B C V,(A)}

défini sur I'ensemblé{ (F) des compacts non vides d’'un espace métrifue
donné.

Il s’agit bien d’'une distance ;

e D(A,B) >=0etD(A, B) < cc est clair

e D(A,B) =0—A = Bestclair

e I'inégalité triangulaire se vérifie facilement

Proposition 225 Si E est un espace métrique complet, alors 'ensemble|des
compacts non vides d8 muni de la distance de Hausdorff est complet.

Démonstration : Soit K, une suite de Cauchy dans I'ensemble des compacts non
vides deF.
Alors il existe une suitey — 0 telle que

Vk,n > ND(Kk,Kn) < EN

et donc
Vk,n> N Kj, C V., (K,)

On considere alorK I'ensemble des tels qu'il existe une suite,, telle quex,, € K,
etx,, admetz pour valeur d'adhérence.
K estfermé. En effet :
- SOity., danskK. Il existe (y,,) suite dangs tendant verg...
- ym €st limite d'une certaine suite d’élémentstels quer,, € K,,. On considére une
suite extraiter,,, telle qued(z,,, ,ym) — 0 commem — oo. On définitz,, pourn
n'appartenant pas a I'ensemble dgs, en le choisissant de maniére quelconque dans
K,.
Alors

(T, s Yoo) < A(Yms Yoo) + d(xn,ma Ym) — 0

Doncy., est valeur d’adhérence des, doncy., € K. Dol K C K, et donck est
fermé. Fermé d’'un complet, il est donc aussi complet.
K est aussi précompact. En effet : - Soit 0.
- Il existe clairementV tel queK soit inclus dand/.(Ky).
- pour touty danskK, il existex, dansKy tel qued(y, z,) < €.
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- On peut construire suk,, (puisqu’il est compact) un recouvrement fini par des boules
centrés sur les; de rayork.

- Les boules centrées sur lesde rayor2e recouvrent donds. On peut supprimer les

z; inutiles, ie tels queB(z;,2¢) N K = (. Il reste lesz;, pour, disons; € [1, M].

- On peut alors déterminer, pour taut [1, M], un élément] de K a distance< 2¢
dez; (puisqu’on a supprimé les inutiles).

- Les boules centrées sur lelset de rayonte montrent alors qué& est précompact.
Précompact et complek™ est donc compact (voir théoréré0).

Il convient de montrer qué& est non vide, ce qui sera fait en méme temps que la
preuve de la convergence diEg ci-dessous (en effék’,, sera inclus dang. (K)).
K est limite desK,, pour la distance de Hausdorff; pour le montrer il faut voir que
pour toute il existe unN tel que poum > N on ait
o K C V(K,) (trivial)
e K, C V.(K) : pour cela on considetedanskK,,, avecn tel quee,, < e.
On consideére alors
e ng > n tel quee,, < ¢/2!, etx,, dansk,,, tel qued(z, z,,) < €/2°
e ny > ng tel quee,, < €/2?, etx,, dansk,,, tel qued(x,,, z,,) < ¢/2*
e ny > ny tel quee,, < €/23, etz,, dansk,,, tel qued(x,,, , z,, < €/2°

e n, > n,_ tel quee,, < e/2P11, eta, dansk, , tel qued(z,, ,,x,,) < /2P

La suite desc,,, est de Cauchy, donc elle converge vers un cegiaien sommant les
distances ont montre facilement gile;, y) < 2.e. Pour compléter la suite des pour
np < n < npyq, il suffit de prendre un point quelconque dakis.O

On peut maintenant terminer notre démonstration sur le faifguest le seul compact
non vide tel quek’s = f(K3).

On montre facilement qug¢ est contractante de rappciftpour la distance de Haus-
dorff. On peut donc conclure par le théoréme du point fife K est le seul compact
non vide satisfaisant a I'équatian.

Une autre propriété est le fait que paimétrique compacti (E) est compact.

On peut utiliser le Cantor triadiqu&’s pour construire une fonction continue,
croissante, dérivable presque partout, de dérivée nulle presque partout, et poutant non
constante (égale@en( et al enl).

1.6.14 Une distance sur les sous-espaces vectoriels d’un espace vec-
toriel de dimension finie

On se donnd un espace vectoriel de dimension finieOn appelleS 'ensemble
des sous-espaces vectorielsfdeAlors on définit la distance sur S par

d(F,G) = dim(F + G) — dim(F N G)

71



www.Zes-# athematiques.net

Définition 226 Cette distance est appeldistance de Grassman

Proposition 227 La distance de Grassman bien une distance.

Démonstration : En effet:

e d est bien positive (facile)

e d est symétrique (encore plus facile)

e d(F,G) = 0impliquedim FNG =dimF+GorFNG CF C F+Get
doncF NG = F etdoncF C G; de méme on obtiendraff C F'; et donc au final
F=aG.

e |l reste a montrer I'inégalité triangulaire. Pour cela on aura besoin de la définition
suivante :

Définition 228 On appellechaine entre les sous-espaces vectoriels et G
une suite finie de sous-espaces vectoriels , le premier étdetdernier étant
G, et chaque élément de la chaine étant un hyperplan du sous-espace vectoriel
suivant, ou au contraire le sous-espace vectoriel suivant étant un hyperplan de
ce sous-espace vectoriel ; formellement cela signifie qu’il e¥iste., F), tels
queF = Fy, G = F,, etpour touti € [1,p — 1], F; estun hyperplan dé&;,
ou F; 1 estun hyperplan dé;.

p est appeléongueur de la chaine

On procéde par étapes :

-SiF C G, ily aentreF etG une chaine de longuedim G — dim F'.

- Dans le cas général il y a entfé et G une chaine de longuedl F, G) (facile
en passant par I'espaé¢en G - il suffit de se rappeler qué&im F + G = dim F +
dim G — dim F N G). On va maintenant se préoccuper de montrer que cette chaine est
de longueur minimale.

- Sion aune chaind, B, C, avecA et C hyperplans d&3 (c’est-a-dire queB est
le plus grand de naséléments4, B et (), alors on a aussi une chaideAN C,C, a
moins qued = C.

- Sion aune chaine, on peut laremplacer par une chaine de méme longueur entre les
deux mémes sous-espaces vectoriels et de maniére a avoir des inclusions décroissantes
puis croissantes.

- la longueur d’'une chaine entfé et G est au moingl(F, G). On sait donc, avec
le résultat obtenu plus haut, qdéF, G) est la longueur minimale d’une chaine entre
F etG. On peut remarquer gu’on aurait pu raisonner de méme en utilisant une chaine
croissante puis décroissante en passanf'gatr au lieu de décroissante puis croissante
en passant par N G.

72



www.Zes-# athematiques.net

- I'inégalité triangulaire en résulte aisément.

Proposition 229 Pour la distance de Grassman, tout isomorphisme algé-
brique est une isométrie.

Démonstration : Facile, puisque la distance de Grassman ne dépend que de di-
mension d'espaces, qui est préservé par isomorphisme algéhrique.

1.6.15 Topologie et approximation de fonctions caractéristiques

On consultera la partie? (et les parties suivantes pour des applications).

1.6.16 Points fixes

@ Point fixe d’'un endomorphisme dans un compact convexe

Lemme 230 Soit X un compact convexe d'un espace vectoriel nofinét f
un endomorphisme continu detel quef(K) C K ; alors il existex € K tel

quef(z) = x.

Démonstration :

e On se donne, € K, et on définit la suitéz,,) parx,+1 = f(x,).

o On définitalorsy, = 1 S V2, 5 y, € K par convexité dex.

e Par compacité dé&’, on peut extraire une suite convergente de la suitggdgs
(puisqueFE est un espace vectoriel normé , donc un espace métrique, le théoréme de
Bolzano-Weierstrass40s’applique).

e Soity la limite de cette suite.

® f(yn)—yn = T=—"2 lasuite(x,, ) étant bornée (puisqué’ est compact dans un métrique
et en passant a la limite puisqyieest continuef (y) = y.O

@ Un théoréme de point fixe dans un espace de Hilbert

Ce résultat est directement inspiré de la note "Un théoréme de point fixe en dimen-
sion finie : application aux sous-groupes compact®d& de Richard Antetomaso,
dans la 104éme intégrale de la Revue de Maths Spé, 1993-1994.

Théoréme 231 0n se donné] un espace de Hilbert, é un compact convexe
non vide deH, et un sous-groupe compact de I'ensemble des automor
phismes deH (qui sont aussi des homéomorphismes). On suppose que| pour
tout g dansG, g(K) C K. Alors il existea appartenant a4 point fixe com-
mun, ie tel qu&/g € G, g(a) = a.
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\|

\ —
&\ Il faut bien comprendre pour quelle topolodieest compact. Il s'agit de
la topologie produit de7 7.
Démonstration :
e On définit surH une norme|.||" définie par

lz]|" = sup{llg(=)ll/g € G}

Cette norme est bien définie et a valeurs finies(£ast compact ; utiliser le corol-
laire 123avec la fonction qui @ associd|g(z)||.
e Montrons qu'il s’agit bien d’'une norme.

- [Ixz]l” = sup{llg(Aa)ll/g € G}
= sup{[||Alg(Az)||/g € G}

= [Alsup{llg(Az)l/g € G}

= [Nllg@)II
- ||z||" = 0 implique clairement: = 0.
- Enfin,

&+ yl’
=sup{|lg(z+y)l/g € G}
= llgo(z +y)|l
< llgo(2) Il + lgo ()l
< " + Iyl

car par hypothésé& est compacet une fonction continue sur un compact atteint ses
bornes (voir corollaire.23).

Le cas d’égalité est atteint Biyo(x)|| + |lg0(y)|| = |lgo(x + y)||, donc sige(z) et
go(y) sont positivement liés (cdd est un espace de Hilbert), doneasety sont positi-
vement liés puisqug, est un automorphismeds éléments dé&' sont des automorphismgs
Cela signifie précisément que notre norme est strictement convexe.

e Supposons maintenant quedg € G/g(x) # «.

¢ Considérons, pow € G, 'ensemble, des éléments dede K tels quey(z) #

ZT.

e VgQ, est ouvert, puisque, l'identité, et I'addition sont continues
(g est continue par hypoth&dédentité est continug et voir la propositioriL04 pour
vérifier que I'addition est bien continue).

e Les(), recouvrentk (c’est ce qu’'on a suppose ci-dessus).

o Par définition des compacts, et puisdiieest compagton peut extraire un recou-
vrement finiK = U;ey )€Yy, ON Note quer > 1, car K est non vide

°Limage réciproque de tout ouvert est bien un ouvert!
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« On applique alors le lemn30a I'endomorphisme continu — L gy () +- - -+
gn(x) (de K dansK, bien défini par convexité d&), continue par continuité deg.
On en déduit qu'il existe tel quenz = ", gi(x).

e Onaalorsjz]|' < 3, [|gi(x)] = nl|=] (car
lesg; sont des isométries et car les isomorphismes d’espaces de Hilbert sont des isgmétries.

e On a montré plus haut que la norme était strictement convexe ; donc pour avoir
le cas d'égalité ci-dessus il faut que lg$x) soient positivement liés; or ils ont tous
méme norme, puisque lgssont des isométries ; donc tous lg§r) sont égaux.

e Du coup pour tout dans[1, n], ng;(x) = nx; doncg;(x) = x. D’ou la contra-
diction ; = n’appartient pas a I'union dés3,,, alors qu'il appartient &, et que cesl,,
recouvrent’.00

1.6.17 Cas particulier des espaces vectoriels normés de dimension
finie

\oir ??.

1.6.18 f:R — RestC™ etVadn/f™(x) = 0, alors f est polyno-
miale

Proposition 232 f : R — R estC™ etVz3n/f(™ (x) = 0, alors f est poly-
nomiale.

Cet exercice est extrait du livré][; nous avons taché de préciser un peu plus les
détails de la preuve.

Démonstration : e On considéré? I'ensemble des points au voisinage desqifels
est polynomiale
¢ () est ouvert, car si € (2, alors il existel” ouvert contenant dans lequel tout point
y admet un voisinage sur lequgkst polynomiale : il s’agit simplement de I'ouvért
e Soit]u, v[ inclus dang?, alors il existe un polyndmé tel que f est égale & sur
[w, v].
Pour le prouver on considérng, dansju,v[, un couple(zy,x2) tel quef = P sur
Je1, za[ €ty < xo < x4, et 'ensemble] desx €]z, v] tels quef = P sur]zg, x[;
J est non vide car contenant ; il est fermé dansz,, v[ par continuité ; on montre
facilement que st € J alors|z — e,x + €[C J pour un certaire; donc.J est ouvert
dans]zg, v[; doncJ =]z, v[ par connexité. On a dont= P sur]xzg, v[, et de méme
on auraitf = P sur]u, zo|.
e Soit F'le complémentaire d@. F' est fermé. Montrons qu'’il ne comporte pas de point
isolé. S'il comporte un point isolé, on applique I'hypothése et le développement de
Taylor ena, et on en déduit une contradiction.
e On supposé’ non vide pour arriver & une contradiction
e On définitF,, 'ensemble des: € F tels quef™ (z) = 0.
e On montre gu'il existe un intervalle ouvert non vide dont I'intersection aWeest
incluse dans un certaifi, .
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Les F,, sont fermés. Donc on applique le théoréme de BHEd@dansF'; il existe F},
d’intérieur non vide. On peut alors choisir un intervdlleuvert d'intersection non vide
avecr’, et cette intersection est incluse ddng.

e INFE CF,Vn>nyg

En effet soita € 1 N F'; a n'est pas isolé et est donc limite d’'une suited’éléments
de F différents deu. Il suffit alors d’écrire la dérivée pour constater que F, 1.

Par récurrencé N F' C F,, pourn > ny.

¢ On montre maintenant qug,, est nulle sur toute composante connexd def2.

Tout d’abordl N Q2 est non vide, sinod C F, puisI N F = 1.

I N Qestouvert; donc c’est une réunion disjointe d’intervalles ouverts|&aif une
telle composante connexg.= P sur[u,v]. Ju,v[# I sinonFNI =10

Doncu € T ouv € I;supposons € I. Alorsu € INF, etu € F,, pour toutn > ny.
Le degré deP est donc inférieur &,. Donc f("0) = 0 sur[u, v]. Ca marche sur toutes
les composantes connexes, dgifee) = 0 surl NQ mais aussi suf N F'. Donc f (")
est nulle sud, doncf est un polyndme surdonc! C 2, ce qui estimpossible puisque
INF#0.0

1.6.19 Les hillards strictement convexes

Proposition 233 Soit K un ensemble strictement convexeR¥e on suppose
gue par tout point de la frontiere d& il passe une unique tangente /.
On définit une trajectoire périodique de périodepar la donnée de: points
agp,...,a,—1 de la frontiére dek tels que pour tout € [0,n — 1] 6; = ;41
(voir figure1.10 en notanta,, = ay.

Alors pour toutn > 2 il existe des trajectoires périodiques de période

Démonstration :

e On se donne > 2.

e Notonsd K la frontiére dek.
e On considéere I'ensemble

K ={(ag,...,an_1)/Yia; € 6K}

Ilestégal a6K)".
e On définitf : K — R défini par

n—1
fla) = Z |a; — a1
i=0

(|-] désigne ici la norme euclidienne)

o f estCY (par inégalité triangulaire)

e K est compact (comme produit de compacts - s'agissant d’un produit fini d’es-
paces métriques il n'est pas nécessaire d’'invoquer Tykhonov, voir le paragraphe qui
suit le théoremé.27).

e f atteint son maximum Suk.
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FiG. 1.10 — lllustration de la définition d’'une trajectoire périodique

e Tout point ouf atteint son maximum vérifie la propriété énoncée, comme le
lecteur le vérifiera aisément.

1.6.20 Deux jolies inégalités géomeétriques

On s'inspire ici de {].

1.6.21 Inégalité isopérimétrique

Lemme 234 On se donnd” une fonctionC* de [0, 1] dansC. On suppose

foleo.AIors
1 1
ae [ pp < [ep
0 0

etil N’y a égalité que sI" est une combinaison linéaire @& ete—2/117,

Démonstration: On procéde comme suit :
e On considérd” sur[0, 1], et on considére sa série de Fourier.

F(x) _ Z cn62iHnm

neEZ
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e On applique Parseval (théorerp®) ;
1
[re=3e
0 n

e On applique Parseval a la dérivéeldd”’ (z) = 2iI1Y"  nc,e?ne

1
/ I'[? =411 > "(nc,)?
0

n

e On sait queyy = 0, carfo1 r=0.
¢ On a donc l'inégalité souhaitée, et le cas d'égaiité.

Théoreme 235 (Inégalité isopérimétrique)La courbeC! fermée du plan qu
a longueur donnée délimite une aire maximale est le cercle.

Démonstration :

e On se donne une courbe ferm@&é T de|0, 1] dansC.

e Quitte a reparamétrer, on suppose flliest constant.

e Quitte a translatef on suppose qu¢ I’ = 0.

e On applique alors le théoreme de Green-Riemann, qui affirme que Haast

donnée par la formule
1
A ——— / _ /
B /xy ry
avecl’ = = + iy, etz ety a valeurs réelles.
e Or
/FF = /(x +iy).(2" — i)

= /xa:’ +yy' +iyx —iy'x

or [z’ = [yy' = 0 par périodicité donc

/Fﬁ:i/ym’—y’x
24< [ [/ [

1
< = F/2
<o [T

grace au lemme précédent. Orétant constant, on obtient

et donc
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avec! la longueur de I'arc.

¢ Il y a égalité si et seulement si I'inégalité de Cauchy-Schwartz est en fait une
égalité, et donc si et seulement si on a non seulement tous feds saufc; etc_q,
mais aussl’ etT” liés; la famille (z +— e?1% 1 s ¢~2/11%) étant libre, on constate
que les solutions se trouvent pour un des deux coefficigng$ c_; nul, c’est-a-dire
quel est un cercl&l

1.6.22 Inégalité isodiamétrique

On considére I'espad®™ muni de sa structure usuelle d’espace euclidien, et de la
mesure de Lebesgue.

Théoréme 236 Quel que soitK' compact deR™ de mesure finiep(K) <
1(B(0,0(K)/2)), aveci(E) pour E une partie deR™ le diamétre de&, c’est
a dire lesup des distances entre deux pointside

\|

NS
) Cela revient a dire que le plus grand volume possible & diamétre donné est
celui d’'une boule.

Démonstration :

Nous aurons besoin de la définition suivante :

Définition 237 Etant donnéK un compact dé&R™, on appellesymétrisé de
Steinerde K par rapport & I'hyperplanP I'ensemble

Sp(K) = = p+ tu/p € PAD(pu) VK £ 0L < /(K 0 D(p,u)}

ouu désigne un vecteur directeur unitaire de la droite orthogonale, &t ou
D(p, u) désigne la droite de vecteur unitaitepassant pap.
u' désigne la mesure de Lebesgue sur la drdite, u).

Lemme 238 (Premiere propriété fondamentale du symétrisé de Steiner)
Quel que soifX’ compact etP hyperplan,Sp(K) a méme mesure que.

Démonstration : Il suffit de considérer le théoreme de Fubini, appliqué a la fonc-
tion caractéristique dé<, pour voir que l'intégrale est l'intégrale spr € P de la
mesurey’ (K N D(p,u)) (cette derniére quantité étant la mesure{des R/|¢| <
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W (K ND(p,u)} Cc RO

1
2

Lemme 239 (Deuxiéme propriété fondamentale du symétrisé de Steiner)
Quel que soit’ compact etP hyperplan,Sp(K) a un diameétre inférieur oy
égal a celui dek.

Démonstration : On considére deux points et y de Sp(K), & une distancé
I'un de l'autre ; on cherche a montrer gqu’il existe deux poirltety’ de K a distance
supérieure ou égalec&

e On notexp etyp les projetés orthogonaux deety sur P.

¢ On notel, etl, les mesures d& N D(x,u) et K N D(y, u).

e On noted’ la distance entrep etyp.

e d? est majorée pat’? + (1,,/2)? + (1,,/2)*.

e On noteL, etL, les diameétresle Sp(K) N D(xz,u) et Sp(K) N D(y,u).

e Il est clair queL, > [, et queL, > [,. Une étude de cas montre rapide-
ment qu’en considérant les points extrémaux xs, y1 etys de Sp(K) N D(z,u)
et Sp(K) N D(y,u) respectivement, 'une des distancés:;, y;) est supérieure ou
égale &,/d? + (L,/2)% + (L,/2)%.0

On a encore besoin d’'un nouveau lemme :

Lemme 240 (Symétrisation d'un compact d&R™) On note (eq,...,e,) la
base canonique dR”, et Py, ..., P, les hyperplans orthogonaux auxpassant
par 0. On se donné< un compact d&®".

Alors Sp, o Sp, o Sp, o--- 0 Sp, (K) est stable par — —z.

Démonstration :

Il suffit de procéder tranquillement, par récurrenég; (K) est clairement inva-
riant par symeétrie par rapport®d,, Sp, _, est clairement invariant par symétrie par
rapport aP,,_, et par rapport &,, aussi car la symétrisation de Steiner par rapport a
un hyperplanP ne perturbe pas les symétries par rapport a des hyperplans orthogonaux
a P (vérification immédiate sur la formule!), et ainsi de suite... L'invariance par rapport
aux symétries par rapport awxhyperplans donnent aussi l'invariance par> —x.0

On peut maintenant finir la preuve du théoréme, en se donnant un coi pget-
conque, en lui associant un comp#ct égal aSp, o Sp, o Sp, o --- 0 Sp, (K), qui,
par les lemmes précédents, est invariant par symétrie par rapport a 'origine, et donc
estinclus dans la boulB(0, §(K")/2). Il ne reste qu'a appliquer les différents lemmes
pour conclure.[d
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1.6.23 Triangulations d’'un simplexe - Lemme de Sperner - consé-
quences

On s'inspire ici du livre 1], en tAchant de donner une preuve plus détaillée.

Définition 241 On appellesimplexede dimensiom I'enveloppe convexe d
n + 1 points formant un repére affine.

On appelleface d'un simplexel’enveloppe convexe d’'un nombre fini (quel-
conque) de ses points. 8anensionest par définition le nombre de points de
cette face moins. On appelley-faceune face de dimensian

1)

Lemme 242 Tout élémenf appartenant a un simplexa est décrit de ma-
niére unique par ses coordonnées barycentriques dans le repere des sommets
de ce simplexe, si 'on impose que la somme des dites coordonnées|est

Chaque coordonnée est0.

Démonstration : Voir la proposition-définitior??.0
On se donne pour la suite un simpleXedleR™ de sommets, x1, ... ,Zy,-

Tout pointz de A est donc repéré par ses coordonées barycentrigues, ... ,
—

cn(w), avecy i ci(x) = 1,et>  ci(x).zx; = 0.

Définition 243 Soito € 0,41 une permutation d@, n].
On noteA, I'ensemble des pointsde A tels que

CO’(O)(‘T) > Ca(l)(x) 22 Co(n) (I’)

Proposition 244 e A est I'union desj\,,.
e Pour touto € 0,11, A, €St un simplexe.
e Les intérieurs ded\, sont disjoints.

Démonstration : Le premiere ne mérite pas notre attention.

Pour le second , c’est plus difficile, et nous allons donc détailler :

Un point z est dansA; avec! la permutation identité, si ses coordonnégs
C1,...Cn Verifientcg > ¢; > ... > ¢,,. En écrivant

t():CO

t1=c—c¢
tQZCQ—Cl_CO

ti =Ci —Ci—1 —Ci—2 — ... — (o
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thn, =Ch,b —Cp_1—Cp—2— ... — Cp

on voit quez est dans\; si et seulement si il est dans I'enveloppe convexe des points
de coordonnées barycentriques

(1,0,0,0, ...,0)
(1,1,0,0, ...,0)
(1,1,1,0,...,0)
(1,1,1,1,...,1)

Je n’ai pas normalisé pour ne pas alourdir la notation, sinon on obtient

(1,0,0,0,...,0)
11
(iaiaoaov"vo)
111

-, =,—=,0,...,0
(373737 b ) )
A1
n'n'n'n n

Donc il s'agit bien d’un simplexe. Il est non vide car les sommets définis ci-dessus
forment bien un repere affine et donc I'intérieur est un voisinage de leur isobarycentre.

Il en va de méme pour autre chose que l'identité;; est I'enveloppe convexe de
points comportant respectivement liat seulement desailleurs, deux et seulement
desO0 ailleurs, trois1 et seulement de@ ailleurs, et ainsi de suite, chaque fois les
étant conservés, et un nouvelaétant ajouté.

Le troisiémes est démontré dans le lemme qui <0it.

Définition 245 On appelletriangulation d'un simplexe A un ensemble fin
de simplexes\; tels que :

e Sii # j, Int(A;) N Int(A;) =10

e L'intersection d’'une face dé&; et d'une face de\; (pouri = j oui # j)
est soit vide soit une face ds; et une face dé ;.

Lemme 246 L'ensemble ded, pouro € 0,11 €st une triangulation dé\.

Démonstration : e Il est bien clair que la réunion des, est bien égale A.
e Lintersection des intérieurs d&, et A, avec(o,7) € o2, est incluse dans
I'intérieur des intersections, et donc incluse dans un hyperplan ; donc elle est vide.
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e Regardons ce qu’est une face de simplexe, par exemple le simplexwecl la
permutation identité.
Il s’agit du barycentre d’'un nombre fini de sommets, de la forme

(1/p,1/p,...,1/p,1/p,0,0,...,0,0).

C’est a dire d'une somme pondérés de

On constate donc qu’une face est entierement décrite par des équations du type
co(x)rocr (x)rica(z)ra...rn—1cn(2)r, 0, avecr; opérateur= ou >.

Une intersection de faces va encore étre du méme type, car au plus elle va remplacer
des> par des=. D’ou le résultat]

Lemme 247 Dans la triangulation deA en lesA, ou ¢ appartient ao,, 11,

lesA, ont un diamétre inférieur ‘%% fois le diamétre de\.

Démonstration :

e le centre de gravité (ou isobarycentre) dA appartient a tout simplexa,, (car
tous lesc; (x) sont égaux, égaux;’}}ﬁ).

e la distance de a un point de\ est inférieur ou égale aux distances aux sommets
deA, donc la distance d'un point d&, az est toujours inférieure ou égale.d; fois
la longueur de la médiane.

e le diamétre de\,, qui est la longueur maximal d’un de ses c6tés, est donc ma-
joré par la longueur max des c6tés sur la face opposéeed par la longueur max
des arétes débouchant sur. Dans tous les cas, cette longueur est majorée par celle
d’'une médiane dé ou d’'une face du simplexe (une face de dimension quelconque,
éventuellement une aréte).

Lemme 248 Pour toute on peut obtenir des triangulations de en simplexes
de diametre inférieurs a.

Démonstration :

On va utiliser par récurrence le lemme précédent. Les deux premizda dé-
finition d’une triangulation sont faciles a obtenir, le probleme est de montrer qu’une
partition de chaque élément d’une partition donne encore une partition vérifiant le troi-
siéme point, c'est a dire le fait que l'intersection de deux faces de deux éléments dis-
tincts de la partition est soit vide soit égale a une face de chacun des deux éléments.
Intuitivement, le probléme est de voir que les faces se "recollent” bien.
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Pour cela il suffit de voir que la triangulation faite selon le lemme précédent induit
une triangulation de chacune des faces du dit simplexe - triangulation égale a celle
gu'aurait donné le méme lemme sur cette face. Cela se voit facilement en voyant qu’une
face est une partie du simplexe ou I'on annule une des composantes.

Définition 249 (Numérotation standard d’un simplexe) Etant donnée une
triangulation A; d’'un simplexeA, on noteS I'ensemble des sommets des €élé-
ments de cette triangulation. On appellamérotation standard d'une tri-
angulation d'un simplexe de sommets ..., x,, une applicationf de S dans
{0,n} telle quef(x;) = i et si pour touts dansS f(s) = 4 pour un certaini
tel quez; est un sommet de la face dede dimension minimale contenant

NB : la caractérisation "pour tostdansS f(s) = ¢ pour un certair; tel quex;
est un sommet de la face dede dimension minimale contenaritinclue la condition
f(z:) = 14, car une face peut trés bien avoir une dimension

On constate donc que dans une triangulation comme celles que I'on a construites
plus haut, I'isobarycentre est autorisé a prendre n'importe quelle valeur puisque la seule
face qui le contienne e lui-méme.

Proposition 250 Une numérotation standard d’une triangulation du sim-
plexe A enveloppe convexe dey,...,z,) induit une numérotation stan
dard de la triangulation induite sur le simplex&’ enveloppe convexe de

(.’170, ...,ZCn,l).

Démonstration :
e |l est clair que tout sommet de la triangulation&léa bien un numérec n.
e Soitz sommet de la triangulation d&” appartenant a une fade minimale de
A.
e F est forcément incluse daos.
e ' est donc la méme face que la face minimalerdansA’.
¢ Donc la numérotation induite est bien standard.

Lemme 251 (Lemme de Sperner)Toute triangulation d'un simplexe de d
mensiomn munie d’une numérotation standard posséde un élément numéroté

(0,...,n).

Démonstration :

e Soit A notre simplexe, supposé muni d’une numérotation standlasdr une
triangulationT” de A.

e On noteP(U) la propriété pour un simplexé de dimension: d’avoir un sommet
numéroté et un seul pour toutdans[1, r].

e Soit £’ I'ensemble des simplexes deayant la propriété®.

e Soit F' 'ensemble des simplexes de qui ne sont pas dang mais dont un
numeéro et un seul est numératpour touti dans[0,n — 1] (attention ils ne vérifient
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donc pas la propriét®).

e Soit G 'ensemble des — 1-faces de simplexes dé inclus dansA’ et vérifiant
la propriétéP (rappelons qu’une face de simplexe est un simplexe).

e Soit H I'ensemble des — 1-faces de simplexes dg qui ne sont pas contenues
dansA’ et qui vérifient la propriété.

e Chaque élément dE contient une et une seute— 1-face ayant la propriété.

e Chaque élément de contient exactement deux faces ayant la propd&ticile,

il y a exactement deux éléments numérotés pareil, donc on batit deux simplexes ayant
la numérotation requise).

e Un élément d&7 est face d’'un et d’un seul simplexe (car il est inclus dAfs

e Un élément de est face d’exactement deux simplexes, car il n’est pas inclus
dansA’, et car il n'est pas non plus sur une autre face puisqu’il ne contient pas de
sommet numérote.

(par simplicité dans la suite et pour alléger les notations je hdéecardinal|I]|
d’'un ensembld)

e On en déduittl + 2F = G + 2.H en comptant le nombre de— 1-faces ayant
la propriétéP, avec leurs multiplicités (c’est a dire en comptant deux fois les faces
communes a deux simplexds).

e En comptant modul@, on en déduit qué’ et G on la méme parité.

e |l est clair queG est "le" E correspondant &’.

e Par récurrence sur la dimension, on en déduit donc(wetoujours la méme
parité. Or dans le cas de la dimensibnon constate facilement que ce nombre est
impair; on a une alternance deet 1, 0 en premier,l a la fin, donc on a changé un
nombre impair de fois de &1 ou del a0.

e On en déduit donc le résultat tant attendtine peut étre nul puisqu’'impaifdl.

Théoréme 252 (Théoreme de Brouwer)Soit f une application continu
d’un simplexeA dansA. Alors f admet au moins un point fixe.

Démonstration : e On suppose qug n'a pas de point fixe.

e Soit A;, pouri € [0,n], 'ensemble desc € A tels quec;(z) > ¢ (f(x))
(intuitivement f "éloigne" z du sommet - attention, pas au sens de la distance, mais
au sens du poids barycentrique du somimées points les plus "loin" étant les points
de la face opposée, le point le plus proche étant le sommet lui-méme).

e A = U;A;. En effet, soitr € A.

- Supposons;(x) < ¢;(f(x)) pour tout;.

-Yeilr) = Y el f(x) =1

- donce; (x) = ¢;(f(z)) pour tout:

- alors on af admettant un point fixe en.

- c'est une contradiction, donc il existeéel quec;(x) > ¢;(f(x)).

e 1; appartient aA; (évident; f ne peut qu™éloigner" un point de lui-méme,
puisquef n’a pas de point fixe)

e z; N"appartient pas & sij # ¢ (non moins évidenty est déja "loin" autant que
possible der;, puisqu’il appartient a la face opposée)

85



www.Zes-# athematiques.net

e Si z appartient & la face dA engendrée par les; pouri € I pour un certain
sous-ensemblé de [0, n], alorsz n’appartient pas aud; sii ¢ I (toujours évident -
si x appartient a la face engendrée pardgpouri € I, il appartient a la face opposée
ax; pour toutj ¢ I, et ne peut donc en étre éloigné).

e Soit 7" une triangulation de&\, ayant pour ensemble de sommets I'ensentble
Soit g l'application qui as € S associey(s) avecs € A, ) ; on cherche a montrer
gu'il s'agit d’'une numérotation standard.

e g est bien définie, puisque I'on a montré queAesrecouvraient\.

o le fait queg(x;) = i a déja été prouvér( € A;, z; ¢ A; quandj # i).

e S0oits € S, et F' une face minimale dA contenant. Il faut montrer quey(s) est
le numéro d’'un sommet dE.

e si F'= A, le résultat est clair.

e si s appartient a une face stricte de alorss n’appartient pas auA ; pour;j ne
désignant pas un numéro de sommetFdéprouvé un peu plus haut); dong¢s) est
forcément le numéro d’'un sommet de

e g est donc bien une numérotation.

e On a montré qu’on pouvait construire des triangulations aussi fines que I'on vou-
lait, au sens ol chaque simplexe de la triangulation pouvait étre imposé de diamétre
inférieur al/n. On se donnd;, une telle triangulation, aveg, la numérotation cor-
respondante, donnée par les questions précédentes.

e D'aprés le lemme de Sperner, il existe un élément de la triangultigui a la
propriété P évoquée plus tot, c'est a dire qu’il comporte un sommet numérptair
tout: dans[0, n].

e On peut considérer alors la suite de sommets numéfotéss des simplexes
ayant la propriété® de la triangulatior?’, .

e Puisque l'on est dans un compact métrique, on peut en extraire une sous-suite
convergente, par le théoréme de Bolzano-Weierstrass (voir thédrétheSoit = la
limite.

e ¢ est aussi la limite des suites de sommets numéiatéas des simplexes ayant
la propriétéP, pouri € [1,n], car le diamétre des simplexes tend W&rs

e Par continuité d¢f, ¢;(f(z)) > ¢;(x) pour touti.

e Or) . ci(z) =), ci(f(z)) =1, donce;(f(x)) = ¢;(x) pour touts.

e On en déduit alors que = f(z). D’ou la contradiction.t

Corollaire 253 (Brouwer) Toute application continue d’une boule unité fer-
mée deR™ dans elle-méme comporte un point fixe.

Démonstration :
En fait il suffit de montrer que la boule unité fermée est homéomorphe a un sim-
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plexe. Cela est fait dans la propositiaf4.0

Corollaire 254 (Champ rentrant dans la sphére) Soit V' un champ de vecr
teur continu de la boule unité fermée®& dansR”. Si pour toutz, V (z) =<
V(x),x > est négatif strictemenit alors V' s’annule au moins en un point d
la boule unité.

@D

a0n dit que le champ est rentrant.

Démonstration :

¢ On noteS la sphére unité fermée, €}, la couronne constituée par la boule unité
fermée privée de la boule ouverte de rayon r.

e On considére pour toutl'application f. de B (la boule unité fermée) dari®
qui ax associer + 6.‘—/}(33).

e f. est continu.

e V étant continue sur un compag, on peut lui trouver un majorant /||
NotonsM ce maximum.

e I/ étant continue sur un compagt elle y atteint son maximum, qui est négatif.
Notonsm ce maximum ; on an < 0.

e En tout pointz de S, on peut centrer une boule ouverte de raygisur laquelle
< z,V(x) > estinférieur an/2. La sphéere5 est recouverte par les boules centrées en
x de rayonr, /2 ; on peut donc extraire de ce recouvrement un recouvrement fini. Les
boules de rayom, recouvrent elle aussi, et elles recouvrent aussi une couroine
pour unr assez petit.

e SurC,, onadonc x, V(z) > inférieur am/2.

o [fe@)l* = [|z]* + |V (@)]* + 26 < V(2), 2 >.

o Donc|| f.(z)||* < [lz]|” + €2. M2 + 2¢ < V(2),x >

e SurC,, onaalors|f.(z)||> < ||z]|* + €. M2 + e.m

e Poure suffisamment petit, on a dotig'. (z)|* < ||z||”

e Poure suffisamment petit gfz|| < 1 —r on a auss|| f(z)|| < 1 (puisqueV est
borné).

e On déduit de tout cela qug poure assez petit est une application de la boule
unité fermée dans la boule unité fermée. Par le résaidton en déduit donc qué
admet un point fixe, et que doi€s’annule quelque pan.
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