
Chapitre 1

Topologie

1.1 Espaces topologiques

1.1.1 Cas le plus général d’espace topologique

Définition 1 (Topologie) Une topologie T sur l’ensembleX est une partie
T ⊂ P (X) vérifiant :
• L’ensemble vide∅ etX sont dansT
• T est stable par réunions arbitraires
• T est stable par intersections finies

Un tel couple(X, T ) est appelé espace topologique. Les éléments deT sont
appelés lesouvertsde la topologie.
Une partie deX est diteferméesi son complémentaire est ouvert.

Exemples :
• La topologie discrète sur l’ensembleX est la topologieTd = P (X)
• La topologie grossière sur l’ensembleX est la topologieTg = {∅, X}
• SurN = N ∪ {+∞}, la topologie usuelle est l’ensemble desU tels queU ⊂ N ou
+∞ ∈ U ∧ N \ U est cofini.

On verra aussi d’autres exemples en parties1.1.2et1.2.

Proposition 2 SiX est un espace topologique alors
• X et∅ sont des fermés deX
• Une intersection quelconque de fermés est un fermé
• Une union finie de fermés est un fermé
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Démonstration : Immédiat, par passage au complémentaire.ut

Définition 3 (Séparation par des ouverts)On dit que la partieA et la partie
B sontséparées par des ouvertss’il existe deux ouvertsU etV tels queA ⊂
U etB ⊂ V tels queU ∩ V = ∅.

1.1.2 Espaces métriques et espaces normés

Définition 4 (Métrique) Unemétrique oudistancesur l’ensembleX est une
applicationd : X ×X → [0,+∞[ vérifiant :
• d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y
• d(x, y) = d(y, x)
• d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (propriété diteinégalité triangulaire)
On dit alors que(X, d) est unespace métrique.

Exemples :
• dp = (

∑
|xi − yi|p)1/p

• d∞ = max|xi − yi|

Propriété :
• |d(x, z)− d(y, z)| ≤ d(x, y)

Définition 5 (Boules) Si x est un point de l’espace métriqueX et r ∈
[0,+∞[, on appelleboule ouverte (resp. fermée)de centrex et de rayon
r, l’ensemble desy tels qued(x, y) < r (resp.d(x, y) ≤ r).
On appellesphèrede l’espace métriqueX de centrex et de rayonr l’ensemble
desy tels qued(x, y) = r.

2



www.L es-M athematiques.net

Proposition 6 SiX est un espace métrique, la famille de parties deX dont
les éléments sont les réunions arbitraires de boules ouvertes est une topologie
surX. Cette topologie est appelée la topologieassociéeà la métrique.
Une partieX d’un espace métriqueE est ditebornéesi étant donné un point
e dansE la distance dex à e pour x dansX est majorée par une certaine
constantea. Cela équivaut aussi au fait que la distance entre deux points quel-
conques deX est bornée. C’est à dire que :
- si pour un pointx, y 7→ d(x, y) est bornée, alors pour tout pointx, y 7→
d(x, y) est bornée.
- si pour tout pointx y 7→ d(x, y) est bornée, alors(x, y) 7→ d(x, y) est aussi
bornée.

aLa notion est indépendante du pointe choisi, grâce à l’inégalité triangulaire.

Démonstration : La vérification est fastidieuse et ne présente pas de difficulté.ut

La notion de borné dépend de la métrique et pas de la topologie ! C’est à dire
que même si deux métriques sont topologiquement équivalentes (voir définition9) elles
n’ont pas nécessairement les mêmes parties bornées. En fait pour toute métriqued, on
peut construire une métrique équivalented′ pard′(x, y) = ln(1 + d(x,y)

1+d(x,y) ), telle que
toute partie soit bornée.

Propriétés :
• Dans un espace métrique, une partie est fermée si et seulement si elle contient la
limite de toute suite convergente à valeurs dans cette partie.
• Une boule ouverte est ouverte, et donc un espace métrique est séparé
• Une boule fermée est fermée
• Une sphère est fermée
• Dans un espace métrique, une suite(xn)n∈N tend versx si et seulement sid(xn, x)
tend vers0.

Exercice 7 • La topologie usuelle surR ouC est la topologie associée à la distance
d(x, y) = |x− y|.
• La fonction qui àx ety associe0 six = y et1 sinon est une métrique. Cette métrique
est associée à la topologie discrète, pour laquelle toute partie est à la fois un ouvert et
un fermé.
• Si f est injective deX dansR, alors la fonction qui àx et y associe|f(x) − f(y)|
est une distance surX.
• La topologie usuelle surR = R ∪ {−∞,∞} est définie par la distanced(x, y) =
|f(x)− f(y)|, avecf(x) = x

1+|x| , f(+∞) = 1 etf(−∞) = −1.
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Définition 8 (Isométrie) Etant donnés deux espaces métriquesE et F , une
application f deE dansF est uneisométrie si ∀(x, y) dF (f(x), f(y)) =
dE(x, y).

Définition 9 (Métrisable) Une topologie est ditemétrisable si et seulement
si il existe une métrique telle que la topologie soit associée à cette métrique.
Deux métriquesd1 et d2 sont diteséquivalentessi il existeα et β tels que
αd1 < d2 < βd1

a, avecα, β > 0.
Deux métriques sont ditestopologiquement équivalentessi elles définissent
la même topologie.

aOn dit aussi qued1 etd2 sontLipschitz-équivalentes.

Soient deux distancesd1 etd2 sur un espaceE ; alors l’identité de(E, d1)
dans(E, d2) est un homéomorphisme si et seulement sid1 etd2 sont topologiquement
équivalentes, et elle est lipschitzienne et d’inverse lipschitzien1 si et seulement sid1 et
d2 sont équivalentes.

Proposition 10 (Existence de topologie non métrisables)Il existe des topo-
logies, même séparées, non métrisables.

Démonstration : Il est clair que toute topologie non séparée n’est pas métrisable.
Considérons, pour avoir un contre-exemple plus intéressant, une topologie séparée

non métrisable. Ce contre-exemple fait appel à quelques notions qui seront définies
ultérieurement, et peut donc être laissé de côté en première lecture.

SoitRR, muni de la topologie produit.
Supposons que cet espace topologique soit métrisable.
Alors tout point est à base dénombrable de voisinage.
Soit (Un) une base de voisinages de0.
Alors pour toutn,Un contient un voisinage de0 (la fonction nulle deR dansR) de

la forme
Vn = {f ∈ RR/∀i ∈ [1, Nn]|f(xn,i)| < εn}

On considère alorsT l’ensemble desxn,i pouri ≤ Nn etn ∈ N.
Cet ensemble est dénombrable comme union dénombrable d’ensemble finis.
Soit maintenantx dansR n’appartenant pas àT .
Alors {f ∈ RR/|f(x)| < ε} est un ouvert, qui n’est manifestement inclus dans

aucunVn.

1Une application est ditebilipschitziennesi elle est lipschitzienne et d’inverse lipschitzien.

4



www.L es-M athematiques.net

Il est à noter que{0, 1}R convient aussi.ut

Proposition 11 Une topologie métrisableest entièrement caractérisée par
les propriétés de convergence de suites.
C’est à dire que si pour deux topologies métrisables, les suites convergentes
sont les mêmes et ont mêmes limites, alors ces deux topologies sont égales.

Démonstration : Il suffit de voir que l’on caractérise un ferméF d’un métrique
par le fait qu’il contient les limites de toute suite convergente d’éléments deF . Donc les
fermés sont caractérisés par les propriétés de convergence de suite, et donc les ouverts
aussi par passage au complémentaire.ut

Proposition 12 • Si deux distanced1 et d2 sont équivalentes alorsd1 et d2

définissent la même topologie.
• on peut avoir la même topologie sans avoir cette relation.

Démonstration : Le premier• est facile, le second s’obtient en considérantd′(x, y) =
min(1, d(x, y)), avecd une distance quelconque non bornée.ut
Il est intéressant de noter que même en ajoutant une condition à l’équivalence tradui-
sant que l’on peut se limiter aux "petites" distances, on a un contre-exemple avec par
exempled1/2 etd1 qui définissent la même topologie sans être Lipschitz-équivalentes,
même sur les petites distances.
On peut aussi noter que lesdp pourp ≥ 1 sont Lipchitz-équivalentes entre elles, cela
se montre pard∞ ≤ dp ≤ n1/pd∞

5



www.L es-M athematiques.net

Dans la suiteK désigne un des deux corpsR ouC muni de sa topologie usuelle.

Définition 13 (Norme) SoitE un espace vectoriel sur le corpsK, avecK = R

ouK = C. Unenorme surE est une application‖ . ‖ deE dans[0,+∞[ vé-
rifiant :
• ‖ x ‖= 0 si et seulement six = 0
• ∀x, y ∈ E, on a‖ x+ y ‖≤‖ x ‖ + ‖ y ‖
• ∀λ ∈ K ∀x ∈ E on a‖ λ.x ‖= |λ| ‖ x ‖
S’il ne manque que la première propriété, on parle desemi-norme.
On appelle vecteur unitaire un vecteurx tel que‖ x ‖= 1.
Un espace muni d’une norme est appeléespace norméou espace vectoriel
normé.
Dans un espace normé une série(

∑
xn) est ditenormalement convergente

si
∑n
i=1 ‖xi‖ converge.

Enfin une définition nécessitant la notion de continuité (définie ultérieure-
ment) : on appelleisomorphisme de l’espace vectoriel norméE dans l’es-
pace vectoriel norméF une application linéaire continue bijective de réci-
proque continue (c’est à dire qu’il s’agit d’un morphisme algébrique (i.e. au
sens des espaces vectoriels ) et d’un homéomorphisme).

Exemples :
• SurRn, les applications suivantes sont des normes :
- (x1, ..., xn) 7→ ‖x‖∞ = maxi∈{1,...,n} |xi|
- pour p réel≥ 1, x 7→ ‖x‖p = (

∑
i∈{1,...,n} |xi|p)1/p • Un peu plus difficile : sur

R[X], les applications suivantes sont des normes :
- P 7→ ‖P‖0 = supx∈[0,1]|P (x)|
- P 7→ ‖P‖1 =

∫ 1

0
|P (t)dt

Propriétés :
• La norme est convexe.

Définition 14 (Distance associée)Etant donnée une norme on définit unedis-
tance associéepar d(x, y) =‖ x− y ‖

Définition 15 (Normes équivalentes)Deux normes‖ . ‖1 et ‖ . ‖2 sur un
même espace vectoriel sontéquivalentessi il existeα, β > 0 tels queα. ‖
x ‖1<‖ x ‖2< β. ‖ x ‖1
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Théorème 16 Deux normes sont équivalentes si et seulement si elles défi-
nissent la même topologie.

Démonstration : L’une des deux implications résulte de12. L’autre s’obtient fa-
cilement, l’une des deux inégalités après l’autre, en constatant qu’une boule de centre
0 et de rayon1 pour l’une des normes contient une boule pour l’autre norme.ut

1.1.3 Notion de voisinage

Définition 17 (Voisinage) SoitX un espace topologique. UnvoisinageV de
x ∈ X est un ensemble tel qu’il existe un ouvertU avecx ∈ U ⊂ V .
On note parV(x) l’ensemble des voisinages dex.

Proposition 18 Un sous-ensemble d’un espace topologique est ouvert si et
seulement si il est un voisinage de chacun de ses points.

Démonstration :
• Soit un ouvertU , etx dansU . On ax ∈ U ⊂ U ... DoncU est voisinage dex.
• Soit U voisinage de chacun de ses points. A chaque pointx associons l’ouvert

Ux tel quex ∈ Ux ∈ U . La réunion desUx est un ouvert, contient tous lesx deU et
est incluse dansU ; c’est doncU . DoncU est un ouvert.ut

Proposition 19 • Six ∈ X, X espace topologique, etV ⊂ V ′, etV ∈ V(x),
alorsV ′ ∈ V(x).
• pour toutV, V ′ ∈ V(x), alorsV ∩ V ′ ∈ V(x)

Démonstration : • V contient par définition un ouvert contenantx ; V étant inclus
dansV ′, V ′ contient ce même ouvert. DoncV ′ est un voisinage dex.
• V etV ′ contiennent chacun un ouvert contenantx ; l’intersection de ces deux ou-

verts est un ouvert, contientx et est inclus dansV ∩ V ′ ; doncV ∩ V ′ est un voisinage
dex. ut
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1.1.4 Fermeture, intérieur, extérieur, frontière

Définition 20 (Fermeture ou adhérence)SiA ⊂ X, l’adhérence(dite aussi
fermeture) deA est l’intersection de tous les fermés contenantA, c’est donc
le plus petit fermé contenantA. On noteA l’adhérence deA.

Propriété :
A,B parties deX ; alorsA ∪B = A ∪B etA ∩B ⊂ A ∩B.

Définition 21 (Point d’accumulation d’une partie) On appellepoint d’ac-
cumulation d’une partie A un pointx adhérent àA \ {x}.
On appelleensemble dérivé deA l’ensemble des points d’accumulation deA.

Propriété :
Un ensemble dérivé dans un espace séparé est toujours un fermé.

Lemme 22 SiA est une partie de l’espace topologiqueX, on a l’équivalence
suivante :

x ∈ A ⇐⇒ ∀V ∈ V(x), V ∩A 6= ∅

Démonstration : Il suffit de constater les points suivants :
• y 6∈ A si et seulement si on peut trouver un ferméF contenantA et ne contenant pas
y.
• On considère le complémentaire deF .ut

Définition 23 (Ensemble dense)Un sous-ensemble deX estdensedansX si
son adhérence estX.

La densité sera utilisée dans les théorèmes de prolongement, prolongement
des identités, prolongement de fonctions uniformément continues (capital par exemple
pour le théorème de Plancherel, cité dans la partie1.1.8et démontré dans [16]). Le pro-
longement de fonctions continues servira aussi à construire des solutions maximales
d’équations différentielles (voir théorème de Cauchy-Lipschitz??). On pourra aussi
voir l’exercice ? ? référence selon lequel tout espace métrique complet connexe locale-
ment connexe est connexe par arcs.

La densité servira aussi pour prouver le théorème d’Arzéla-Ascoli??, le théorème
de Moore (voir livre ? ?), l’inégalité de Hardy (voir livre [2]).

De nombreux résultats de densité dans les Banach auront de vastes applications ;
il y a déjà toutes les applications du théorème de Baire190 (théorème de l’applica-
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tion ouverte, théorème du graphe fermé, théorème d’isomorphisme de Banach, que
l’on trouvera tous à la suite du théorème de Baire190). On pourra enfin consulter le
théorème de Goldstine, dans le livre ? ?.

Par ailleurs, la séparabilité est par définition liée à la densité, voir la définition37
et la liste d’applications qui y est donnée.

Enfin, certains résultats de densité seront fondamentaux pour de multiples appli-
cations pratique (approximation) : on pourra consulter le chapître??. Cela servira par
exemple pour la transformée de Fourier - en fait les bases hilbertiennes sont basées sur
la densité.

N’oublions pas aussi de petits résultats dus à la densité deQ dansR : le fait que
tout ouvert deR s’exprime comme union dénombrable d’intervalles ouverts.

Proposition 24 A est dense dansX si et seulement si tout ouvert non vide
intersecteA.

Démonstration : Cela résulte directement du lemme ci-dessus.ut

Définition 25 (Intérieur) L’ intérieur du sous-ensembleA de l’espace topo-
logiqueX, notéInt(A), est la réunion de tous les ouverts inclus dansA, c’est
donc le plus grand ouvert contenu dansA.

Propriétés :
• A, B inclus dansX ; alors Int (A ∪ B) = Int A ∪ Int B et Int (A ∩ B) =
Int A∩Int B. • Si deux ouverts sont disjoints, alors les intérieurs de leurs adhérences
sont disjoints.
• Int(X \A) = X \A (ie Int A = X \ (X \A)).

Proposition 26 Le pointx est dansInt(A) si et seulement siA ∈ V(x)
Le pointx est dansInt(A) si et seulement s’il existeV ∈ V(x) avecV ⊂ A

Démonstration : Je ne vous ferai pas l’injure de le démontrer.ut

Définition 27 (Extérieur) L’extérieur deA, notéExt(A), est l’intérieur du
complémentaire deA.

Proposition 28 Ext(A) = {x|∃V ∈ V(x)/V ∩A = ∅}

Démonstration : Evident.ut
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Définition 29 (Frontière) La frontière deA, notéeFr(A) est son adhérence
privée de son intérieur.

Propriété :Fr(A) = A ∩X \A.

Proposition 30 Un ensemble est à la fois ouvert et fermé si et seulement si sa
frontière est vide.

Démonstration :
• SoitA cet ensemble. CommeA est fermé, il est égal à son adhérence, et comme

il est ouvert, il est égal à son intérieur, donc sa frontière, égale à son adhérence privée
de son intérieur, est vide.
• Réciproquement, si la frontière deA est vide, et s’il est non vide, cela signifie

que son intérieur est au moins égal àA, donc qu’il est ouvert. Et si sa frontière est vide,
cela signifie que son adhérence ne peut pas être plus grande que lui, donc il est fermé.ut

Théorème 31 • Int(A) = {x ∈ X|∃V ∈ V(x), V ∩X \A = ∅}
• Ext(A) = {x ∈ X|∃V ∈ V(x), V ∩A = ∅}
• Fr(A) = {x ∈ X| 6 ∃V ∈ V(x), V ∩ A = ∅ ∨ V ∩ (X \ A) = ∅} = {x ∈
X/∀V ∈ V(x), V ∩A 6= ∅ ∧ V ∩ (X \A) 6= ∅}
X est réunion disjointe de son intérieur, son extérieur et sa frontière.

Démonstration : Chacune de ces propriétés se démontre en deux lignes, simple-
ment en écrivant bien formellement ce que l’on cherche à démontrer.ut

1.1.5 Base d’ouverts et base de voisinages

Définition 32 (Base d’ouverts) SoitX un espace topologique. Une familleB
d’ouverts deX est unebase d’ouvertssi tout ouvert est une réunion d’élé-
ments deB.

Proposition 33 Une familleB d’ouverts est une base d’ouverts si et seulement
si quel que soit l’ouvertU etx ∈ U il existeV ∈ B tel quex ∈ V ⊂ U .

Démonstration : SiB est une base d’ouverts, alors étant donnésx etU , on consi-
dère un élémentV deB qui contientx ; la réciproque se fait en considérant pour un
ouvert donné la réunion desV obtenus par la propriété en considérant les différentsx.ut
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Proposition 34 • Dans un espace métrique, les boules ouvertes de rayon ra-
tionnel forment une base d’ouverts
• Dans le cas deRn muni de la métrique usuelle, les boules ouvertes de rayon
rationnel et à coordonnées toutes rationnelles forment une base dénombrable
d’ouverts
• DansR tout ouvert est en fait une réunion dénombrable d’intervalles ouverts
deux à deux disjoints (et réciproquement).
•DansR un fermé n’est pas nécessairement une réunion dénombrable d’inter-
valles fermés deux à deux disjoints, et une réunion dénombrable d’intervalles
fermés deux à deux disjoints n’est pas nécessairement fermée.

Démonstration :
• SoitU un ouvert d’un espace métrique, etx dansU ; on montre queU contient

une boule de rayon rationnel contenantx. Pour cela on note queU est réunion de
boules ouvertes, donc contient au moins une boule ouverteB de rayonr et de centre
O contenantx ; on note alorsr′ la distance dex àO ; toute boule ouverte centrée enx
de rayon rationnel inférieur àr− r′ convient (on peut aussi choisir de raisonner sur les
boules centrées surO de rayon adéquat...).
• Soit U un ouvert deRn, et x un point deU . On considère une boule ouverte

contenantx et incluse dansU ; soitO son centre etr son rayon. Alors soitr′ la distance
dex àO, ety un point de coordonnées rationnelles situé à une distanced inférieure à
r−r′

3 deO. Alors toute boule centrée sury de rayon rationnel compris entrer′ + r−r′
3

et r′ + 2. r−r
′

3 convient.
• En plusieurs points :
- Soit U un ouvert deR ; alors étant donné un rationnel deU on considère l’in-

tervalle maximal le contenant. On parcourt ainsi toutU , et on a bien un ensemble
dénombrable d’intervalles ouverts.

- Une réunion d’ouverts est toujours un ouvert.
• Deux contre-exemples :
- le cantorK3 (voir partie1.6.13) n’est pas une réunion dénombrable d’intervalles

fermés disjoints.
- l’ensemble des1/n est une réunion dénombrable d’intervalles fermés disjoints,

mais n’est pas fermé.ut

Définition 35 (Base dénombrable d’ouverts)X est à base dénombrable
d’ouverts si on peut trouver une base d’ouverts qui soit dénombrable.

Proposition 36 Un espace à base dénombrable d’ouverts contient un en-
semble dénombrable dense

Démonstration : Il suffit de considérer un point par ouvert non vide d’une base
dénombrable.ut
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Définition 37 (Espace séparable)Un espace estséparablesi il contient un
ensemble dénombrable dense.

Cela sera notamment utile pour définir une métrique sur la boule unité fermée
du dual d’un espace séparable (pour la topologie faible). Ceux qui veulent en savoir
plus peuvent aller voir la proposition135.

On note en particulier qu’un ensemble à base dénombrable d’ouverts est séparable
(il suffit de prendre un point dans chaque ouvert) ; il s’agit de la proposition précédente.
La réciproque est vraie dans le cas des espaces métriques :

Théorème 38 Un espace métrique est séparable si et seulement s’il admet une
base dénombrable d’ouverts.

Ce résultat permettra de conclure que tout espace métrique compact admet une
base dénombrable d’ouverts (voir résultat137) et d’en déduire que tout espace mé-
trique compact est de cardinal au plus la puissance du continu (voir résultat135).

Démonstration : La remarque précédente donne l’un des deux sens. Récipro-
quement supposons queX soit métrique séparable. Soit{xn/n ∈ N} un ensemble
dense dénombrable. Alors l’ensemble des boules de centrexi et de rayon1/j avec
(i, j) ∈ N× N∗ est une base dénombrable d’ouverts.ut

Définition 39 (Base de voisinages)Soit x ∈ X, une familleB(x) de voisi-
nages dex est unebase de voisinagesdex si pour toutV ∈ V(x) il existe
V ′ ∈ B(x) avecV ′ ⊂ V .

Définition 40 Un espace està base dénombrable de voisinagessi chacun de
ses points admet une base dénombrable de voisinages.

Exercice 41 Tout espace métrique est à base dénombrable de voisinages.

Démonstration : Il suffit de considérer les boules de rayon1/i de centrex pour
avoir une base dénombrable de voisinages dex.ut
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1.1.6 Continuité et limite

Définition 42 (Continuité ponctuelle) Soit f une application entre espaces
topologiques.f estcontinue enx si et seulement si quel que soitV ∈ V(f(x)),
l’image réciproquef−1(V ) est un voisinage dex (ie si∃U ∈ V(X)/f(U) ⊂
U ).
f estcontinuesi f est continue en tout point.

Exemples :
• La distance est continue (en vertu de la propriété|d(x, z)− d(y, z)| ≤ d(x, y)).
• La norme est continue (comme composée d’applications continues, puisquex 7→
(x, x) est continue, et(x, y) 7→ d(x, y) est continue, avecd la distance associée à la
norme.
• La multiplication par un scalaire et l’addition sont continues pour la topologie asso-
ciée à la norme.

Définition 43 (Semi-continuité) Une applicationf deX dansR est semi-
continue inférieurementsi pour toutc on af−1(]c,+∞[) ouvert.
Une applicationf deX dansR estsemi-continue supérieurementsi pour
tout c on af−1(]−∞, c[) ouvert.

Proposition 44 • Une fonction à valeurs dansR est continue si et seulement
si elle est à la fois semi-continue inférieurement et semi-continue supérieure-
ment.
• La bornesup d’une famille de fonctions semi-continues inférieurement est
semi-continue inférieurement.
• La fonction caractéristique d’un ouvert (resp. fermé) est semi-continue infé-
rieurement (resp. supérieurement).

Théorème 45 (Stabilité de la continuité par composition)Si f est continue
enx et sig est continue enf(x), alorsg ◦ f est aussi continue enx.

Démonstration : L’image réciproque d’un voisinage deg(f(x)) est un voisinage
def(x), l’image réciproque d’un voisinage def(x) parf est un voisinage dex, donc
l’image réciproque d’un voisinage deg ◦ f(x) parg ◦ f est un voisinage dex. D’où la
continuité deg ◦ f enx.ut

13
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Corollaire 46 Sif etg sont continues, alorsg ◦ f est continue.

Démonstration : L’image réciproque d’un ouvert parf est un ouvert, l’image ré-
ciproque d’un ouvert parg est un ouvert, donc l’image réciproque parg ◦ f est un
ouvert.ut
(on peut aussi simplement utiliser le théorème48)

Proposition 47 SoitB une base de voisinages def(x).
f est continue enx si et seulement si quel que soitV ∈ B, f−1(B) ∈ V (x).

Démonstration : Soit un voisinageU de f(x), il contient un certainV apparte-
nant àB. L’image réciproque deV étant un voisinage dex, l’image réciproque deU
contientV et est donc aussi un voisinage dex.ut

Théorème 48 Les assertions suivantes sont équivalentes :
• f est continue
• Pour tout ouvertU , f−1(U) est un ouvert deX.
• Pour tout ferméF , f−1(F ) est un fermé deX.
• Pour tout ouvertV ∈ B, avecB une base d’ouverts,f−1(V ) est ouvert
• Pour toutA, f(A) ⊂ f(A)

Démonstration : L’équivalence entre les 4 premières assertions est claire. La cin-
quième assertion est une conséquence facile de la continuité deF (il suffit de voir
qu’elle équivaut àA ⊂ f−1(f(A)) et de rappeler que l’adhérence deA est l’inter-
section de tous les fermés contenantA). Réciproquement, en supposant la cinquième
assertion vraie, on montre facilement que tout ferméF de l’image def vérifief−1(F )
fermé. Il suffit de voir alors quef est continue deX versY si et seulement si elle est
continue en tant que restriction deX surf(X).ut

On peut noter alors que sif est une application deX dansY , alors siX est
muni de la topologie discrète (topologie égale à l’ensemble des parties deX) ou siY est
muni de la topologie grossière (topologie limitée à{∅, Y }) alorsf est nécessairement
continue.

Définition 49 (Limite) Soitf : X \ {x0} → Y , avecx0 ∈ X. On dit quey
est unelimite de f enx0, si pour tout voisinageV de y dansY , la réunion
f−1(V ) ∪ {x0} est un voisinage dex0.

14
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Proposition 50 Les propriétés suivantes sont équivalentes au fait quel soit
limite dexn :
• pour tout voisinageV del, il existe un nombre fini dexn en dehors deV .
• Dans le cas où l’espace est métrique : la distance dexn à c tend vers0.

Lemme 51 f est continue enx0 si et seulement sif(x0) est limite def|X\{x0}
enx0.

Démonstration : Faisable sans trop de difficultés.ut

Définition 52 (Point isolé) x0 estisolési et seulement si{x0} est ouvert.
Un espace topologique est ditdiscretsi tous ses éléments sont des points isolés.

Lemme 53 Le pointx0 n’est pas isolé si et seulement siV \ {x0} 6= ∅, pour
toutV ∈ V(x0), et encore si et seulement six0 ∈ X \ {x0}.

Démonstration : Clair.ut

Un problème est la non-unicité de la limite, a priori. Nous avons donc besoin de la
notion d’espace séparé, que l’on définira un peu plus loin.

Définition 54 (Homéomorphisme) Un homéomorphismeest une applica-
tion bijective continue et de réciproque continue.

Exercice 55 (Quelques propriétés des homéomorphismes.)• L’identité est un ho-
méomorphisme.
• Une composition d’homéomorphisme est un homéomorphisme.
• Sur un espace normé, la translation et l’homothétie de rapport non nul sont des ho-
méomorphismes.
• L’ensemble des homéomorphismes deX versX est un sous-groupe de l’ensemble
des bijections deX versX.

Démonstration : Rien de difficile dans tout ça ; notons que la réciproque d’une
homothétie est une homothétie, et qu’une homothétie est continue parce que les opéra-
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tions algébriques sont continues (voir proposition104). ut

1.1.7 Espace séparé

Définition 56 (Espace séparé)Un espace estséparési pour toute paire de
points(x, y) on peut trouver un voisinage dex et un voisinage dey disjoints.

Exercice 57 • Un espace métrique est séparé.
• Une topologie discrète est séparée.

Exercice 58 Tout ensemble fini d’un espace séparé est fermé.

Démonstration : Dans le cas d’un singleton il est clair que le complémentaire est
voisinage de chacun de ses points, donc ouvert, par18. Le passage à un ensemble fini
se voit par les propriétés immédiates des fermés données en2.ut

Théorème 59 Soitf : X → Y .
Si x0 n’est pas isolé et siY est séparé, alors l’applicationf a au plus une
limite enx0.

Démonstration : On considère les voisinages respectifs de deux limites, et on
considère l’intersection de leurs images inverses respectives ; cette intersection est ré-
duite à un singleton ; or c’est un voisinage dex0.ut

Théorème 60 Soientf1 et f2 deux applications continues ayant même en-
semble de départ et même ensemble séparé d’arrivée. Alors{x|f1(x) =
f2(x)} est fermé.

L’hypothèse de séparation est nécéssaire (de même que dans le théorème sui-
vant, même contre-exemple) ; considérer par exemplef1 et f2 deux applications de
R (muni de sa topologie usuelle) dans{0, 1} muni de la topologie grossière.f1 est
l’application nulle,f2 est nulle sauf en0 ; f2(0) = 1.

Démonstration : On montre que l’ensemble complémentaire est ouvert. Pour cela
on considèrex dans ce complémentaire, et deux voisinages disjoints def1(x) etf2(x) ;
l’intersection des images réciproques de ces voisinages est un voisinage dex qui
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montre que notre complémentaire est bien un voisinage dex.ut

Corollaire 61 Sif1 etf2 coïncident sur un ensemble dense et ont valeurs dans
un espace séparé, alors elle coïncident partout.

Démonstration : Il suffit de se rappeler qu’un fermé est égal à son adhérence, et
que l’adhérence d’un ensemble dense est l’espace tout entier.ut

Lemme 62 Si f est continue et injective, et si l’espace d’arrivée est séparé,
alors l’espace de départ est aussi séparé.

Ce lemme servira à montrer le théorème101
Démonstration : On considère deux points distincts de l’espace de départ, leurs

images sont distinctes par l’injectivité, on peut les séparer par deux ouverts, d’images
réciproques ouvertes. La suite est triviale.ut

1.1.8 Continuité et limite dans les espaces métriques ou normés

Définition 63 (Continuité séquentielle) f estséquentiellement continue en
x si et seulement si pour toute suitexn convergeant versx lesf(xn) convergent
versf(x).

Théorème 64 SoitX à base dénombrable de voisinages, alors toute fonction
séquentiellement continue est continue.

Démonstration : On considère une suite de voisinages décroissants(Vn) de x.
SoitW un voisinage def(x). Si f−1(W ) n’est pas un voisinage dex, alors on peut
trouverxn ∈ Vn \ f−1(W ) ; xn tend versx ; or f(xn) 6∈ W , et doncf(xn) ne peut
pas tendre versf(x).ut

Corollaire 65 Si f est séquentiellement continue sur un espace métrique,
alorsf est continue.

Démonstration : Il faut simplement considérer l’exercice41ut
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Ce corollaire servira notamment pour le théorème??.

Proposition 66 (Définition ε− δ de la continuité) Soit f application entre
espaces métriques ;f est continue enx si pour tout ε il existe δ tel que
d(x, x′) < δ → d(f(x′), f(x)) < ε

Démonstration : Il suffit de remarquer que la famille des boules ouvertes de rayon
ε et de centref(x) est une base de voisinages def(x), et que la famille des boules ou-
vertes de rayonδ et de centrex est une base de voisinages dex.ut

Définition 67 (Continuité uniforme) Une application f d’un espace mé-
trique dans un autre espace métrique est diteuniformément continuesi, pour
tout ε > 0 il existeα > 0 tel que, pour tout(x, y) ∈ X2, d(x, y) < α →
d(f(x), f(y)) < ε.

La continuité uniforme n’est pas une notion topologique mais une notion mé-
trique ; i.e. deux distances équivalentes ont la même notion de continuité uniforme (que
l’on change la distance dans l’espace de départ ou dans l’espace d’arrivée), mais le fait
que deux métriques soient associées à la même topologie ne suffit pas pour qu’elles
aient la même notion de continuité uniforme.ut

La continuité uniforme est une notion très importante ayant de nombreuses
applications.

Pour montrer la continuité uniforme, on dispose des outils suivants :
- une fonction Lipschitzienne entre métriques est uniformément continue
- une fonction bornéedeR dansR et monotoneest uniformément continue
- une fonction continue sur un compactest uniformément continue (théorème de Heine
139, voir le dit théorème pour d’innombrables applications)
- si p et q sont conjugués et sif et g appartiennent àLp etLq deRn respectivement,
alorsf ∗ g (convoluée) est uniformément continue.

Une propriété essentielle est le théorème187.

Définition 68 On dit qu’une suitefn d’applications deX dansY avecY un
espace métriqueconverge uniformémentversf si pour toutε positif il existe
N tel que pour toutn ≥ N et toutx dansX d(f(x), fn(x)) < ε.

Les applications et des exemples classiques :
Tout d’abord, quelques résultats célèbres de densité pour la topologie de la conver-

gence uniforme : voir le théorème de Runge??, le théorème de Stone?? (avec son
corollaire le théorème de Stone-Weierstrass ; voir en particulier les polynômes de Bern-
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steinBn(f)(x) =
∑n
k=1 f( kn )Cknx

k(1 − x)n−k qui convergent uniformément versf
sur[0, 1], voir théorème??).

Il faut absolument se rappeler la convergence uniforme d’une série entière sur tout
disque de rayon strictement inférieur au rayon de convergence.

Quelques résultats célèbres utilisant la convergence uniforme :??,?? (intégration
de fonctions réglées),??(sur la limite uniforme d’une suite de fonctions holomorphes).
Quelques variantes à notre convergence uniforme ci-dessus définie, et d’autres résultats
(notamment métrisabilité) : voir définition??, et les résultats qui suivent ; voir aussi
Ascoli et ses conséquences,??.

Il convient enfin de signaler quelques applications de la convergence uniforme aux
espacesLp et à l’intégration :
- théorème de Plancherel : il existe un unique isomorphisme deL2 dansL2 appelé
transformation de FourierL2 notéef 7→ f̂ telle que pour toutf dansL1 ∩ L2 f̂ est la
transformée de FourierL1 def , ‖f̂‖2 = ‖f‖2 (voir par exemple le livre [16])
- théorème de Sard : voir [6].
- Intégration au sens de Riemman : voir partie??.

Définition 69 (Applications lipschitzienne) Une applicationh est dite lip-
schitziennes’il existeK ∈ [0,+∞[ tel que

d(h(x), h(x′)) ≤ K.d(x, x′)

On dit aussi qu’elle estK-lipschitzienne.
On définit laconstante de Lipschitzpar

Lip(h) = sup{d(h(x), h(x′))
d(x, x′)

|x, x′ ∈ X,x 6= x′}

Proposition 70
• Les fonctions lipschitziennes sont continues, et même uniformément conti-
nues.
• Les fonctionsC1 d’un compact deR dans un espace vectoriel normé sont
Lipschitziennes, ainsi que les fonctions dérivables deR dans un espace vecto-
riel normé à dérivée bornée (voir le théorème??).

Exemple : la distancex 7→ d(x, x0) sur un espace métriqueE avecx0 appartenant
àE est1-lipschitzienne deE dansR. La distance deE ×E dansR est lipschitzienne,
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pour toutes les normes usuelles.

Définition 71 (Norme d’une application linéaire) Si φ est une application
linéaire entre espaces normés, on définit sanorme ‖ φ ‖ par
‖ φ ‖= sup{‖ φ(x) ‖ / ‖ x ‖≤ 1}
Cette norme peut a priori être infinie - ce qui signifie donc que l’appellation
"norme", bien que classique, est abusive. Il ne s’agit d’une norme qu’en se
restreignant à l’ensemble des applications pour lesquelles cette "norme" est
finie.

Lemme 72

‖ φ ‖= sup{‖ φ(x) ‖ / ‖ x ‖= 1} = sup{‖ φ(x) ‖
‖ x ‖

/x 6= 0}

Démonstration : Il suffit d’avoir la patience de le vérifier...ut

Théorème 73 Une application linéaire entre espaces normés est continue si
et seulement si sa norme est< ∞. Elle est continue si et seulement si elle est
lipschitzienne et son coefficient de Lipschitz est égal à sa norme.

Démonstration : Si φ est continue en zéro, il est clair que pourr suffisamment
petit,‖ x ‖< r implique‖ φ(x) ‖< 1 ; on constate alors par linéarité que‖ φ ‖≤ r−1.

Réciproquement siφ a une norme finie, alorsφ est lipschtzienne‖ φ(x)−φ(y) ‖=‖
φ(x− y) ‖≤‖ φ ‖ . ‖ (x− y) ‖, etLip(φ) ≤‖ φ ‖ ; en considérantx de norme1, on
constate queLip(φ) =‖ φ ‖ ; d’où le résultat.ut

Exercice 74 (Critère de continuité pour une forme linéaire sur un espace normé)
φ fonction deE dans son corpsK = R ouK = C est continue si et seulement si son
noyauφ−1(0) est fermé.

Démonstration : Si φ est continue, il est clair que l’image réciproque d’un sin-
gleton est un fermé. Réciproquement, par contraposée, supposons queφ n’est pas
continue, alorsf n’est pas non plus séquentiellement continue (voir le corollaire65),
donc il existe une suitexn tendant vers0 telle queφ(xn) ne tend pas vers0. La suite
yn = xn

φ(xn) (définie pour lesn tels queφ(xn) soit> ε > 0 après extraction d’une
sous-suite) tend vers0. On considère alors un certaina tel queφ(a) = 1 (si φ est nulle
elle est continue), et on constate que la suitezn = yn−a tend vers−a 6∈ φ−1(0), alors
quezn ∈ φ−1(0).ut
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Définition 75 (Borné) SoitE un espace normé. Un sous-ensembleA ⊂ E est
dit borné si sup{‖ x ‖ |x ∈ A} < +∞.
On dit que l’applicationf estbornéesurB si et seulement sif(B) est borné.

Exercice 76 Soitφ une application linéaire entre espaces normés. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :
• φ est continue
• φ est continue en0
• φ est bornée sur une boule de rayon> 0
• φ est bornée sur une sphère de rayon> 0

Démonstration : Ces preuves sont faciles, je me contente de rappeler quelques
faits qui permettent de les rédiger proprement.

La topologie est invariante par translation (puisque toute translation est un homéo-
morphisme), donc la continuité en0 équivaut à la continuité en un point quelconque.

Le fait queφ soit bornée sur une boule équivaut trivialement au fait queφ soit
bornée sur une sphère (par linéarité).

Si φ est bornée sur une boule, par linéarité il est clair qu’elle tend vers0 en0.
Enfin siφ est continue, on a montré un peu plus tôt que sa norme est finie, ce qui se

voit facilement au fait que pourx suffisamment petit, on doit avoirφ(x) petit, et donc
pour‖x‖ < 1, ‖φ(x)‖ ≤ 1/r. ut

1.1.9 Valeur d’adhérence

Définition 77 (Valeur d’adhérence) Soit f : X \ {x0} → Y , avecX et Y
des espaces topologiques ; on dit quey ∈ Y est unevaleur d’adhérencede
f en x0 si et seulement si pour toutVx0 ∈ V(x0) et toutVy ∈ V(y) on a
Vy ∩ f(Vx0 \ {x0}) 6= ∅.

Lemme 78 L’ensemble des valeurs d’adhérence def enx0 est donné par l’in-
tersection desf(Vx0 \ {x0}), pour Vx0 voisinage dex0 ; en particulier c’est
un fermé.

Démonstration : Soit y une valeur d’adhérence, alors par définitiony appartient
à l’adhérence def(V \ {x0}) pour toutV voisinage dex0. La réciproque, tout aussi
simple, est laissée de côté.ut
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Corollaire 79 Six0 n’est pas isolé, alors les limites sont des valeurs d’adhé-
rence.

Démonstration : Clair.ut

Proposition 80 (Le cas des suites)Soitxn une suite dans un espace topolo-
giqueX.
• Les limites de suites extraites sont des valeurs d’adhérence
• Si une valeur d’adhérence a une base dénombrable de voisinages, alors c’est
la limite d’une suite extraite.

Démonstration :
• l’infini n’est pas isolé pour la topologie usuelle deN. Donc les limites d’une

suite sont des valeurs d’adhérence. Et les valeurs d’adhérence d’une suite extraite sont
clairement des valeurs d’adhérence de la suite.
• Soit (Vn) une suite de voisinages del, valeur d’adhérence dexn ; soit φ(1) tel

quexφ(1) soit inclus dansV1, φ(2) tel queφ(2) soit inclus dansV2 et φ(1) < φ(2),
φ(3) tel queφ(3) soit inclus dansV3 etφ(2) < φ(3), et ainsi de suite...ut

Corollaire 81 Dans un espace métrique, les valeurs d’adhérence d’une suite
sont exactement les limites des sous-suites extraites.

Attention à l’hypothèse métrique ! Dans le cas général, ce n’est pas vrai, voir
1.6.7.

1.2 Construction de topologies

Définition 82 Etant donnéA ⊂ X, on appelletopologie induite par la topo-
logie deX surA l’ensemble des intersections d’ouverts deX avecA.

Il est facile de vérifier qu’il s’agit bien d’une topologie.

Exercice 83 • SiX est séparé, alorsA est séparé pour la topologie induite.
• A est ouvert (resp. fermé) dansX si et seulement si toutB ⊂ A est ouvert (resp.
fermé) pour la topologie induite si et seulement siB est ouvert (resp. fermé) pour la
topologie deX
• SiA est ouvert (resp. fermé) dansX, alors l’intérieur (resp. l’adhérence) deB ⊂ A
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est le même dansX et dansA

1.2.1 Topologie quotient

On supposeX muni d’une relation d’équivalenceR. On noteπ la projection cano-
nique deX sur l’ensemble quotient.

Définition 84 (Topologie quotient) La topologie quotientest définie comme
suit :
U ⊂ X/R est ouvert si et seulement siπ−1(U) est ouvert.

On peut vérifier facilement qu’il s’agit bien d’une topologie.

Proposition 85 SoitX un espace topologique, etR une relation d’équiva-
lence surX. On noteΠ la projection canonique deX surX/R.
Les propriétés suivantes de la topologie quotient surX/R sont fondamen-
tales :
- la projection canonique est continue (c’est à dire que l’image réciproque de
tout ouvert est un ouvert)
- la projection canonique est ouverte (c’est à dire que l’image de tout ouvert
est un ouvert) si la relation d’équivalence est associée à un groupe agissant
par homéomorphismes surX (voir partie??).

Démonstration : Il est clair par définition que la projection canonique est conti-
nue. Pour la réciproque il suffit de voir que siU est un ouvert deX, Π−1(Π(U)) est la
réunion desg(U) pourg dans le groupe d’homéomorphismes agissant surX.ut

La topologie quotient sert un peu partout, par exemples elle définit une topo-
logie sur un espace projectif et le rend compact pour cette topologie (voir le théorème
??).

1.2.2 Topologie sur un espace d’applications linéaires

On noteL(E,F ) l’espace vectoriel normé des applications linéaires continues de
l’espace norméE dans l’espace norméF . Cet espace est normé par

‖ φ ‖= sup{‖ φ(x) ‖ | ‖ x ‖≤ 1} = sup{‖ φ(x) ‖
‖ x ‖

| ‖ x ‖6= 0}

On peut vérifier facilement qu’il s’agit bien d’un espace vectoriel normé.
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Définition 86 (Dual topologique) L’espacedual topologique du K-espace
vectoriel norméE est l’espaceE′ = L(E,K) des formes linéaires continues.

Définition 87 (topologie forte) On appelletopologie forte la topologie défi-
nie sur le dual par la norme usuelle.

On va voir un peu plus loin des topologies plus ludiques sur le dual. La topo-
logie usuelle sur le dual est la topologie faible, et pas la topologie forte (voir définition
plus loin...). Notamment la partie??est plus fournie en la matière.

1.2.3 Topologie définie par une famille de parties d’un ensemble

Lemme 88 Une intersection quelconque de topologies est une topologie.

Démonstration : Evident en revenant à la définition d’une topologie.ut

Définition 89 Si une topologieT est incluse dans une topologieT ′, on dit que
T ′ estplus finequeT , ou queT est moins fine queT ′.

Proposition 90 SoitA une famille de parties deX ; l’intersection de toutes les
topologies contenantA est une topologie, c’est la plus petite topologie conte-
nantA. On la noteT (A), et on dit que c’est latopologie engendrée parA.
T (A) est la famille des réunions arbitraires d’intersections finies de parties de
A∪{∅, X}. Les intersections finies de parties deA∪{∅, X} forment une base
d’ouverts pour cette topologie.

Démonstration : Il suffit de considérer le lemme88 pour avoir l’existence de la
plus petite topologie contenantA. Le reste est un petit exercie pas trop dur...ut
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1.2.4 Topologie définie par une famille d’applications

Proposition 91 Etant donnéZ un ensemble, etXi une famille d’espaces to-
pologiques, avecfi : Z → Xi, il existe une plus petite topologie surZ rendant
toutes lesfi continues ; c’est la topologie engendrée par lesf−1

i (U) avecU
ouvert. Une base de cette topologie est donc l’ensemble des intersections finies
d’images réciproques d’ouverts par desfi.

Démonstration : Facile avec la proposition90ut

Remarquons que pourA ⊂ X la topologie engendrée par la fonction (dite injection
canonique) qui àx dansA associex dansX est la topologie induite surA par celle de
X.

Théorème 92 Dans la situation ci-dessus, une applicationf deY dansZ est
continue si et seulement si toutes les composéesfi ◦ f sont continues.

On verra une application pour la continuité lorsque l’espace d’arrivée est un
espace produit ; théorème100. Ce théorème permet aussi de montrer la proposition96.

Démonstration : Application immédiate des définitions.ut

Définition 93 On dit que la famille d’applicationsfi estséparantesi et seule-
ment si pour tout(x, y) il existei tel quefi(x) 6= fi(y).

Proposition 94 Si lesfi sont séparantes et si les topologies sur lesXi sont
séparées, alors la topologie engendrée est séparée.

Ce lemme permettra de montrer qu’un produit d’espaces séparés est séparé,
théorème101.

Démonstration : Supposons quex et y soient distincts ; alors puisque la famille
d’applications est séparante il existefi telle quefi(x) 6= fi(y) ; et puisqueXi est
séparé, il existe un ouvertU contenantx et un ouvertV contenanty tels queU et V
sont disjoints. Les ensemblesf−1

i (U) etf−1
i (V ) sont ouverts, puisquefi est continue
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(par définition de la topologie engendrée !), et disjoints. Le résultat en découle.ut

Définition 95 (Topologie faible et topologie faible *) On appelle topologie
faible sur l’espace norméE la topologie engendrée par l’ensemble des formes
linéaires continues deE dansK. On appelletopologie faible * sur le dual de
l’espace norméE la topologie engendré par l’ensemble des applications qui à
φ associentφ(x), étant donnéx ∈ X.

Proposition 96 La topologie forte définie en87 est plus fine que la topologie
faible *.

Démonstration : En vertu du théorème92, il suffit de voir que pour toutx la fonc-
tion qui àφ associeφ(x) est continue pour la norme, ce qui est facile à prouver (en
se ramenant en zéro, une application linéaire étant continue si et seulement si elle est
continue en zéro).ut

Proposition 97 La topologie forte d’un espace vectoriel normé est plus fine
que la topologie faible.

Démonstration : En vertu du théorème92, il suffit de voir que touteφ dansE′ est
continue pour la norme, ce qui est évident.ut

Proposition 98 La topologie forte sur le dualE′ est plus fine que la topologie
faible, elle même plus fine que la topologie faible *.

Démonstration : La première partie étant déjà montrée, il suffit de voir que la
topologie faible est plus fine que la topologie faible *. Or ceci découle simplement
du fait que si deux familles d’applications sont incluses l’une dans l’autre, alors les
topologies engendrées sont plus fines l’une que l’autre.ut

1.2.5 Topologie produit

Définition 99 (Topologie produit) On appelletopologie produit sur le pro-
duit desXi la topologie engendrée par les projections canoniques deX sur
Xi.

Théorème 100Avecπi les projections canoniques, une applicationf de Y
dansX est continue si et seulement si pour touti πi ◦ f est continue.

26



www.L es-M athematiques.net

Démonstration : Il suffit d’utiliser le théorème92. ut

Théorème 101Un produit d’espaces topologiques non vides est séparé si et
seulement si chacun des facteurs l’est.

Démonstration : Lesπi sont séparantes, donc si chaqueXi est séparé,X est sé-
paré, par la proposition94.
Réciproquement, il suffit de considérer un élément du produit, grâce à l’axiome du
choix ; grâce à cet élément, on peut facilement construire une application deXi dans
X qui soit continue et injective ; doncXi est séparé par le lemme62.ut

Proposition 102 La topologie surX1×X2 avecXi métrique est la topologie
associée à la métriqued((x1, x2), (y1, y2)) = max(d(x1, y1), d(x2, y2)) ; on
pourrait aussi prendre la somme.

Démonstration : On rappelle simplement que les boules constituent une base
d’ouverts dans un espace métriqueut

Cette proposition se généralise à un produit fini, et même à un produit dénom-
brable ; la distance entre(x1, x2, ...) et(y1, y2, ...) est donnée par

∑
n
min(1,dn(xn,yn))

2n ,
avecdn la distance surXn.

Exercice 103 Le lemme précédent se généralise à un produit fini quelconque.

Proposition 104 Sur un espace normé la somme (opération entre deux élé-
ment des l’espace) et la multiplication (d’un élément du corps par un élément
de l’espace) sont continues.

Démonstration : L’addition est continue grâce à l’inégalité triangulaire. La multi-
plication est continue grâce à‖λx‖ = |λ|‖x‖.ut

Proposition 105 SoitE1, ..., En et F des espaces vectoriels normés . Soitf
multilinéaire deE1 × ... × En dansF , alorsf est continue si et seulement si
‖ φ ‖= sup{‖ φ(x1, ..., xn) ‖ | ‖ x1 ‖≤ 1, ..., ‖ xn ‖≤ 1} < +∞

Démonstration : Facile.ut
Contrairement au cas des applications linéaires, notons qu’une application multili-
néaire continue n’est pas nécessairement lipschitzienne.
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Exercice 106 Une application multilinéaire continue entre un produit d’espaces vec-
toriels normés et un espace vectoriel normé est lipschitzienne sur chaque sous-ensemble
borné.

Démonstration : Facile.ut

1.3 Compacité - liens entre complétude et compacité

1.3.1 Généralités

Définition 107 (Recouvrement ouvert)Un recouvrement ouvert de l’es-
pace topologiqueX est une famille d’ouvertsUi avecX = ∪Ui.

Définition 108 (Compact) X estcompacts’il est séparé et si de tout recou-
vrement ouvert on peut extraire un sous-recouvrement fini.
Un sous-ensembleK de l’espaceX est ditcompacts’il est compact pour la
topologie induite.
Une partieA deX est diterelativement compactesi sa fermetureA est com-
pacte.

On verra plus tard (voir lemme118) que tout compact d’un espace séparé est fermé,
et que tout compact d’un métrique est borné (s’il n’était pas borné on extrairait une
sous-suite convergente d’une suite non bornée, par le théorème140).

Un compact, dans le cas général, n’est absolument pas nécessairement fermé !
Considérer par exemple un point, dans un ensembleX contenant au moins deux points
et dont la topologie est réduite à{∅, X}.

Définition 109 Un espace vérifie lapropriété de Borel-Lebesguesi de tout
recouvrement ouvert on peut extraire un recouvrement fini.

Un espace est donc compact s’il est séparé et s’il vérifie la propriété de Borel-
Lebesgue.
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La compacité : éclaircissements, utilisation.
On verra d’autres caractérisations de la compacité que la définition par "séparé+Borel-

Lebesgue". Néanmoins cette définition servira par exemple pour le théorème?? (ré-
sultats de régularité sous le signe somme). Elle permettra aussi, en partie1.6.12, de
montrer que la compactifié d’Alexandrov est compact. Les deux premiers points de
l’exercice111, la proposition112(l’image continue d’un compact dans un séparé est
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compact), le théorème117de séparation des compacts, le théorème?? (semblable au
théorème de Heine dans le cas de familles équicontinues), le résultat selon lequel tout
métrique compact est homéomorphe à une partie du cube de Hilbert en partie1.6.9, le
théorème de Stone??, le corollaire du champ rentrant dans la sphère254, le théorème
d’Ascoli ??utilisent cette même caractérisation.

Les méthodes usuelles pour montrer la compacité d’un ensemble sont le fait qu’un
sous-ensemble fermé d’un compact est compact, le fait qu’un produit (quelconque)
de compacts est compact (voir le théorème de Tykhonov1272, le théorème d’Arzéla-
Ascoli ?? (aux multiples applications), et le fait que l’image continue d’un compact
dans un séparé est compacte (par exemple, dans le cas des espaces projectifs).

Des théorèmes incontournables en matière de compacité sont le théorème de Banach-
Alaoglu 134 (utilisant Tykhonov), le théorème de Heine139; le théorème de Baire
(sous une forme moins connue que la forme classique basée sur la complétude)190
s’applique aux espaces localement compacts. Citons aussi le théorème de Riesz133,
le théorème de Krein-Milman (soitE un espace vectoriel normé de dimension finie,
K un compact convexe deE non vide, alorsK est l’enveloppe convexe de ses points
extrémaux : on trouvera une preuve dans [13]), le théorème de Montel??.

La compacité dans le cas métrique offre des résultats fondamentaux :
• théorème de Bolzano-Weierstrass140
• un espace métrique compact est séparable
• une isométrie d’un espace métrique compact dans lui-même est une isométrie3

• un espace métrique compact est complet (voir corollaire176)4

•

Théorème 110Un espace métriqueprécompacta et complet est compact.

aUn espace métriqueE est dit précompact si quel que soitε > 0 il existe un recouvrement fini
deE par des boules de rayon< ε.

Démonstration : On a déjà vu qu’un espace compact métrique est complet (corol-
laire un peu plus haut). Il est clair qu’il est aussi précompact. C’est donc la réciproque
qui pose problème.

Supposons doncE précompact et complet. Pour montrer sa compacité, nous allons
utiliser le théorème de Bolzano-Weierstrass140. Considérons donc une suite(xn) de
E. Nous allons en chercher une sous-suite convergeante.

Il existe, par définition, pouri entier≥ 1, yi,1, yi,2, ..., yi,Ni tels que les boules
centrées sur lesyi,j et de rayon 1

2j recouvrentE. Construisons par récurrence suri
1 ≤ ji ≤ Ni tel qu’une infinité de pointsxn soit dans l’intersection des boule de rayon
1
2l

centrée surxl,jl pour l ≥ i. On choisit alorsai ∈ N, construit aussi par récurrence,

2Le théorème de Tykhonov, conjoint au fait qu’un fermé d’un compact est compact, implique d’ailleurs
que la sphère unité deRn est compacte, et donc notamment l’équivalence des normes en dimension finie -
voir théorème129

3On en trouvera une preuve en application de Bolzano-Weierstrass.
4On en déduit notamment que le théorème du point fixe??s’applique dans un compact métrique et donc

que la boule unité ferméel2(N) n’est pas compacte ; en cas contraire, l’application(xn)n≥0 7→ (yn)n≥0

avecyi = xi−1 si i > 0 et y0 = 0 serait bijective car une isométrie d’un espace complet compact sur
lui-même est une bijection comme dit ci-dessus.
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tel que la suite desai soit croissante, etxai soit dans l’intersection des boule de rayon
1
2l

centrée surxl,jl pourl ≥ i.
Ceci définit une suite extraite de la suite desxn, dont on montre facilement qu’elle

est de Cauchy. Elle converge donc, par complétude deE. Donc,E est compact.

Une belle application est la proposition225. ut
Un ensemble discret5 dans un compact est fini ; on en déduit en particulier qu’une

fonction holomorphe non nulle a un nombre fini de zéros dans un compact convexe.
Enfin il est capital que l’image d’un compact par une application continue à valeurs

dans un espace séparé est compacte (voir théorème112). Cela entraine en particu-
lier qu’une fonction continue sur un intervalle fermé deR atteint ses bornes (d’où le
théorème de Darboux??, le théorème de Rolle??, et certains critères de recherche de
minima - voir partie??).

Dans les ouvrages en anglais, "compact space" est simplement un espace vérifiant
la propriété de Borel-Lebesgue. L’équivalent de notre espace compact est "compact
Hausdorff space".

Exercice 111 • Toute partie finie d’un espace séparé est compacte.
• Tout intervalle fermé borné[a, b] deR est compact.
• Soit (xn)n∈N une suite d’éléments d’un espace topologiqueX séparé tendant

vers une limitex. Alors{xn/n ∈ N} ∪ {x} est un compact (preuve facile, en considé-
rant un recouvrement par des ouverts, puis en considérant un des ouverts contenantx,
et en voyant qu’un nombre fini des éléments de la suite est en dehors de cet ouvert.
• On(R), SOn(R) sont des compacts (en tant que fermés bornés deR

n, qui est de
dimension finie).
• Les espaces projectifs sont compacts (voir??).
• Le cube de Hilbert (voir1.6.9) est compact.
• Le compactifié d’Alexandrov d’un espace séparé non compact localement com-

pact est compact (voir1.6.12)

Démonstration : La première assertion est triviale. Pour la deuxième, on se donne
un recouvrement ouvertU on considère le plus grandx tel que[a, x] peut être recou-
vert par un recouvrement fini extrait deU . La suite est facile ou comporte une référence
vers une preuve complète.ut

Proposition 112 Si f est une application continue d’un espace compactK
dans un espace séparéY , alorsf(K) est compact.

Démonstration : f(K) est évidemment séparé. Etant donné un recouvrement ou-
vert def(K) on peut considérer le recouvrement ouvert deK constitué des images
réciproques de ces ouverts ; on en extrait un recouvrement fini, et il n’y a plus qu’à
repasser dansY .ut

5I.e. tout point est isolé.
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Cette propriété servira notamment pour le théorème de Rolle??, ou pour mon-
trer qu’un espace projectif est compact (théorème??). Elle permettra aussi de montrer
que tout compact métrique est isomorphe à un sous-espace topologique du cube de Hil-
bert (voir partie1.6.9). Enfin, elle permet de montrer que toute isométrie d’un métrique
compact sur lui-même est une bijection (corollaire201).

Il faut noter qu’une propriété plus fine sera parfois utile :

Proposition 113 Soit f une application semi-continue supérieurement d’un
compact dansR. Alorsf est majorée et atteint sa borne sup.

Cela servira notamment pour le théorème??.
Démonstration :
• SoitK un compact, etf semi-continue supérieurement deK dansR. Soitx la

borne sup def(t) pourt dansK (à priorix peut être égal à+∞).
• Soit(xn)n∈N croissante tendant versx avecxn élément de l’image def pour tout

n. Supposons que la borne sup ne soit pas atteinte (soit elle est infinie, soitxn tend vers
x sans jamais l’atteindre).
• On a alorsK = ∪n∈Nf−1(] − ∞, xn[). On peut extraire de ce recouvrement

deK un recouvrement fini (en fait, un recouvrement par un seul desf−1(−∞, xn[
puisque ces ensembles sont croissants) ; doncf est bien majorée.
•K est alors égal àf−1(]−∞, xn[) pour un certainn, ce qui contredit le fait que

xn croisse versx sans jamais l’atteindre - en effetxn < x implique qu’il existet dans
K tel quef(t) > xn.ut

Définition 114 (Propriété d’intersection finie non vide) Une famille A de
parties deX a la propriété d’intersection finie non vide si et seulement si
tout sous-ensemble fini deA a une intersection non vide.

Proposition 115 Un espace topologique est compact s’il est séparé et si toute
famille de fermés qui a la propriété d’intersection finie non vide a une inter-
section non vide.

Démonstration : Il suffit de considérer les complémentaires des fermés, qui ont le
bon goût d’être ouverts.ut

Outre les corollaires qui suivent, on pourra voir la proposition124, ou le lemme
??.

Corollaire 116 Un fermé d’un compact est compact.

Voir (par exemple...)??.
Démonstration : Un fermé d’un compact est évidemment séparé ; il suffit ensuite

de voir qu’un fermé de notre fermé est un fermé de notre espace et d’utiliser la propo-
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sition précédente.ut

Théorème 117Deux compacts disjoints d’un espace séparé peuvent être sé-
parés par des ouverts.

Démonstration : On montre tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 118 SiX est séparé, etK compact inclus dansX, alorsK est fermé.

Cela servira à chaque fois qu’on voudra montrer que compact équivaut à fermé
borné dans un espace donné, par exemple??.

Démonstration : On considèrex dans le complémentaire deK ; pour touty ap-
partenant àK on peut séparerx ety par des ouvertsUy etVy. On peut alors considérer
le recouvrement deK par les ouvertsVy et en extraire un recouvrement fini. En prenant
l’intersection desUy correspondants à notre recouvrement fini, on a un ouvert autour de
x, n’intersectant pasK. Donc le complémentaire deK est ouvert, doncK est fermé.ut

On peut donc terminer la preuve de notre théorème, en considérant un deuxième
compactK ′, et pour toutx deK ′, on peut trouver un ouvertUy autour dex et un
ouvertVx contenantK ; on applique la compacité deK ′, et on obtient facilement deux
ouverts disjoints séparantK ′ deK.

Corollaire 119 Dans un espace compact, les sous-ensembles fermés sont les
sous-ensembles compacts.

Démonstration : Il suffit de considérer le corollaire116et le lemme118.

Corollaire 120 Tout point d’un compact possède une base de voisinage com-
pacts.

Démonstration : (voir figure1.1) SoitW un voisinage ouvert dex dans l’espace
compactX. Le ferméX \W est compact. On peut donc séparer les compacts{x} et
X \W par deux ouvertsU etV . AlorsX ∈ U ⊂ X \ V ⊂ W ; et doncX \ V est un
voisinage compact dex inclus dansW .ut

Corollaire 121 Une fonction continue bijective d’un compact dans un espace
séparé est un homéomorphisme.

On peut citer en applications les résultats220 et 208 (propriétés du cube de
Hilbert et du Cantor triadique).
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Frontières des ouverts
séparant les compacts

Compact
recherché

FIG. 1.1 – Construction d’une base de voisinages compacts dans un compact.

Démonstration : Il suffit de voir que l’image d’un fermé (donc compact) est com-
pacte dans l’espace image, et donc elle est aussi fermée. Donc l’image réciproque de
tout fermé par la fonction inverse est un fermé.ut

On peut utiliser ce résultat pour montrer que tout compact métrique est homéo-
morphe à une partie du cube de Hilbert, partie1.6.9.

Théorème 122Les compacts deR sont les fermés bornés.

Démonstration : Il suffit de considérer un interval fermé borné autour d’une partie
bornée pour montrer facilement ce résultat à partir des résultats précédents et de111.ut

Corollaire 123 Etant donnée une fonction continue d’un compact dansR, ses
bornes supérieures et inférieures sont atteintes.

Ce résultat sert dans la vie de tous les jours, mais on peut par exemple citer
le joli théorème231, le theorème de Rolle??, la recherche de points extrémaux sur
un compact (voir??). Citons aussi le résultat233sur les billards strictement convexes
du plan. Enfin, il servira pour le théorème231 (point fixe commun à un sous-groupe
compact d’automorphismes d’un espace de Hilbert).

33



www.L es-M athematiques.net

Démonstration : Trivial au vu du résultat précédent et de la proposition112.ut

Proposition 124 Toute suite à valeurs dans un compact admet une valeur
d’adhérence.

Démonstration : La suite des{xm/m ≥ n} a la propriété d’intersection finie non
vide ; il ne reste plus qu’à appliquer la proposition115.ut

Définition 125 (Localement compact)Un espace topologique estlocale-
ment compacts’il est séparé et si tout point possède un voisinage compact.

Proposition 126 Tout point d’un espace localement compact possède une base
de voisinages compacts.

Démonstration : Si x ∈ Int(K) avecK compact, alorsx possède une base de
voisinages compacts dansK muni de la topologie induite (par120). Commex ∈
Int(K), cette base de voisinages est aussi une base de voisinages dex dansX.ut

1.3.2 Le théorème de Tykhonov

Théorème 127 (Théorème de Tykhonov)SoitXi une famille d’espaces tous
non vides. Le produit est compact si et seulement si chacun des facteurs l’est.

Démonstration : On a déjà montré que le produit est séparé si chacun des fac-
teurs l’est (voir101). La compacité du produitX entraîne la compacité de chacun des
facteurs comme on peut s’en rendre compte en considérant la projection canonique sur
chacun des facteurs. Il reste donc à voir la réciproque, c’est à dire queX est compact, si
chacun des facteurs l’est. On trouvera une démonstration dans Bourbaki, ou bien dans
[13]. La démonstration utilise le lemme de Zorn??.

Il est important de noter que l’on peut prouver Tykhonov dans le cas d’un
produit dénombrable de compacts métriques(Xi, di) sans faire appel à l’axiome du
choix. Cela se fait simplement en considérant :
• La métriqued′i associée à la métriquedi, avecd′i = min(di, 1).
• La métrique sur le produit des compacts définie parD(x, y) =

∑
1
2i d
′
i(xi, yi).

• La topologie de cette métrique est la topologie produit.
• Il ne reste plus qu’à utiliser la caractérisation des compacts métriques par les sous-
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suites (théorème de Bolzano-Weierstrass, théorème140).ut

Dans le cas d’un produit fini de compacts métriques, la preuve est évi-
dente.

Corollaire 128 Les compacts deRn sont les fermés bornés.

Démonstration : Etant donnée une partie bornée, on considère un produit d’inter-
valles fermés bornés dans lequel cette partie est incluse, et le résultat vient tout seul.ut

1.3.3 Application aux espaces vectoriels normés

Théorème 129Toutes les normes sur unR- ouC- espace vectoriel de dimen-
sion finie sont équivalentes.

Démonstration : On considère une base, et la norme qui a un élément deE as-
socie la somme des valeurs absolue de ses composantes. On montre qu’une norme
quelconque est équivalente à cette norme. Il suffit pour cela de noter que la sphère
unité (pour notre norme) est compacte, par compacité de la même sphère dansRn et
continuité des opérations algébriques, et de vérifier que toute norme est continue et
donc atteint sur cette sphère un minimum et un maximum (NB : toute norme est conti-
nue carK-lipschitzienne pourK le max des normes d’images d’éléments d’une base
orthonormale).ut

Corollaire 130 Un sous-espace vectoriel (de dimension finie) d’un espace
normé est fermé.

Une application se trouve juste après le théorème de Baire190: un espace de
Banach de dimension infinie ne possède pas de base dénombrable.

Démonstration : Nous avons tout d’abord besoin d’un lemme :

Lemme 131 Un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace vecto-
riel de dimension finie est fermé.

Démonstration : On considère la même norme que dans le théorème précédent.
Pour cette norme notre espace est clairement fermé (au vu des équations le définis-
sant). Plus précisément, on considère une base de notre espace vectorielE, telle queF
soit engendré par lesk premiers éléments de cette base (c’est possible grâce au théo-
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rème de la base incomplète). AlorsF est l’intersection d’hyperplans fermés d’équa-
tionsxi = 0.ut
On peut maintenant finir notre preuve ; soitx ∈ F , avecF de dimension finie ; alors
on se place dans l’espace généré par une base deF plus le vecteurx, et on utilise le
lemme ci-dessus.ut

Exercice 132 Toute application linéaire d’un espace normé de dimension finie dans
un espace normé est continue.

Démonstration : Il suffit de considérer une base et la norme définie plus haut.ut

Théorème 133 (Théorème de Riesz)Un espace normé est de dimension finie
si et seulement si sa boule unité fermée est compacte.

On verra une application amusante avec le corollaire??, une autre (utilisant
aussi le théorème d’Arzéla-Ascoli et le théorème d’isomorphisme de Banach) avec le
théorème??.

Démonstration : SupposonsE de dimension finie, alors toutes les normes sont
équivalentes, on peut se ramener àE = R

n ; comme la boule unité est fermée bornée,
elle est compacte. Réciproquement (voir figure1.2), supposons la boule unité fermée
compacte, alors on peut la recouvrir par des boules ouvertes de diamètre0.5 en nombre
fini. On considère alors l’espaceF engendré par les centres de ces boules, et on montre
que l’on peut approcher tout point de la boule arbitrairement bien avec des points de
F ; ensuite on utilise le fait queF est de dimension finie et donc est fermé.ut

Théorème 134 (Théorème de Banach-Alaoglu)SoitE′ le dual d’un espace
normé, alors sa boule unité fermée est compacte pour la topologie faible * (ie
la topologie engendrée par les applications qui àφ ∈ E′ associentφ(x) pour
un certainx ∈ E.

La boule unité fermée est l’ensemble des formes linéairesφ telles que‖φ(x)‖ ≤
‖x‖.

Démonstration : (voir figure1.3) On identifieE′ à une partie du produitKE , en
identifiantφ à(φ(x))x∈E . La topologie faible * est alors la topologie induite surE′ par
la topologie produit surKE . La boule unitéBE′ est contenue dansΓ = Πx∈EB(0, ‖
x ‖) ⊂ KE . Par le théorème de Tykhonov ce produit est compact. Il suffit donc main-
tenant de montrer queBE′ est fermé comme sous-ensemble deΓ muni de la topologie
produit, ce qui se fait aisément en considérant les équations définissantBE′ (qui sont
simplement les équations définissant les fonctions linéaires).ut
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FIG. 1.2 – Le théorème de Riesz. On approximex de la boule par le centre du cercle le
plus proche, et on réitère avec le double de la distance entrex et ce centre.

Voir la proposition??par exemple.

Proposition 135 La boule unité fermée du dual d’un espace séparable est mé-
trisable pour la topologie faible *.

Démonstration : On considère une suitexn dense dansE, à valeurs non nulles ;
la topologie faible sur la boule unité fermée peut être définie par la métrique

d(φ, ψ) =
∑
n≥0

|φ(xn)− ψ(xn)|
‖ xn ‖ .2n

Cette (courte) vérification étant faite, le résultat est acquis.ut

Corollaire 136 On peut en outre extraire de toute suite de la boule unité fer-
mée du dual d’un espace séparable une suite convergeant faiblement.

Démonstration : Laissée au lecteur...ut
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Limites
de

(compact
par Tykhonov)

E

B(E’), fermé d’un compact, est compact.

Eléments de E’

KE

FIG. 1.3 – Schéma explicatif de la preuve du théorème de Banach-Alaoglu.

1.3.4 Espaces métriques compacts

Théorème 137Un espace métrique compact est séparable. Il possède donc
une base dénombrable d’ouverts.

Démonstration : SoitX métrique compact. Pour toutn on peut trouver une suite
finie de points telle que les boules centrées sur ces points et de rayon1

n recouvrentX.
La suite obtenue en mettant bout à bout toutes ces suites finies est dense dansX.ut

Corollaire 138 Un espace métrique compact est de cardinal inférieur ou égal
à celui deR.

Démonstration : Un espace métrique compact est séparable ; donc il admet une
base dénombrable d’ouverts. En prenant unxi dans chaque ouvert, on obtient donc que
tout point est limite d’une suite dexi. Il suffit alors de voir que l’ensemble des suites
d’un ensemble au plus dénombrable est de cardinal au plus la puissance du continu, ce
qui se voit facilement, en considérant par exemple la fonction qui à un réelx ∈ [0, 1]
dont le développement binaire comporte une infinité de1 associe la suite(un)n∈N telle
queun est égal au nombre de0 entre len-ième1 et len+ 1-ième1.ut
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Théorème 139 (Théorème de Heine)Une application continue d’un espace
métrique compact vers un espace métrique est uniformément continue.

Ce théorème servira par exemple pour le théorème??. Il peut aussi servir à
montrer qu’une application continue deR dansR tendant vers une limite finie en plus
et moins l’infini est uniformément continue.

Démonstration : On considère, pourε > 0, pour chaquex ∈ X, αx > 0 tel que
d(x, y) < αx → d(f(x), f(y)) < ε/2. Par compacité, on peut recouvrirX par un
nombre fini de boules de centrex et de rayonαx/2. On prend alorsα = infαi, et le
résultat vient tout seul...ut

Théorème 140 (Théorème de Bolzano-Weierstrass)Un espace métrique est
compact si et seulement si toute suite à valeurs dansX contient une sous-suite
convergente.

Voir par exemple le théorème de Brouwer252, le théorème de Tykhonov dans
le cas d’un produit dénombrable d’espaces métriques (voir juste après le théorème127)
sans utiliser l’axiome du choix. Le théorème est aussi utilisé dans le lemme??, qui
servira à démontrer le théorème de Runge. Le corollaire142est une autre application :
toute isométrie d’un espace métrique compact dans lui-même est une bijection.

Démonstration : Si X est métrique compact, alors toute suite(xn) a une valeur
d’adhérence (considérer la suite décroissante de parties deX constituées des éléments
Xn = {xk/k ≥ n} ; la suite des adhérences de ces parties a la propriété d’intersection
finie), etX étant métrique, une sous-suite converge vers cette valeur d’adhérence.
Réciproquement, considérons tout d’abord les deux lemmes suivants :

Lemme 141 (Lemme de Lebesgue)Soit (X, d) un espace métrique tel que
toute suite contienne une sous-suite convergente. SiVi est un recouvrement
ouvert deX, alors il existeε > 0 tel que pour toutx ∈ X, il existei tel que
B(x, ε) ⊂ Vi.

Démonstration : Dans le cas contraire, on peut pour tout entiern trouver unxn
tel que la boule de centrexn et de rayon1/n ne soit contenue dans aucunVi. Alors on
extrait de cette suite une sous-suite convergente. On obtient que pourn assez grand les
boules en question seront incluses dans leVi qui contientx.ut
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Corollaire 142 Une isométrie d’un espace métrique compact sur lui-même est
une bijection.

Démonstration : SupposonsE un tel espace, etf une isométrie deE dansE.
Supposons quex n’appartienne pas à l’image def . Alors, x est à distance> ε >

0 de l’image def (en effet l’image def est compacte comme image continue d’un
compact, voir proposition112, or la distance entre un compact et un fermé disjoint de
lui est> 0, voir corollaire201).

Considérons alorsun = fn(x), et supposons queukn converge, pour(kn) une cer-
taine suite strictement croissante. Si l’on aboutit à une contradiction, alors le théorème
de Bolzano Weierstrass permettra de conclure que l’espace ne peut être compact.

d(ukn , ukn+1) = d(ukn+1−kn , x) puisquef est une isométrie. Ord(ukn+1−kn , x) >
ε par définition dex et puisque lesun appartiennent à l’image def pourn > 0. D’où
la contradiction recherchée.ut

Lemme 143 Sous les mêmes hypothèses que le lemme141, pour toutε > 0, il
existe une suite finiexi telle que les boulesB(xi, ε) recouvrentX.

Démonstration : Si le lemme est faux pour un certainε, alors on peut construire
par récurrence une suite telle que chaque point soit à une distance au moinsε des autres
points, ce qui contredit l’hypothèse.ut
Avec ces deux lemmes on conclut facilement ; si toute suite contient une sous-suite
convergente, alors étant donné un recouvrement ouvert(Vi), on peut construire par le
premier lemme un ensemble de boules recouvrantX et tel que chaque boule est incluse
dans l’un desVi ; ensuite par le deuxième lemme, on se ramène à un nombre fini de
points, et il ne reste plus qu’à cueillir le bon sous-ensemble desVi.ut

1.4 Connexité

Définition 144 Un espace topologique est ditconnexe si les seuls sous-
ensembles deX à la fois ouverts et fermés sont∅ etX. Une partie d’un espace
topologique est connexe si elle est connexe pour la topologie induite.

On utilisera la connexité pour montrer :
– certaines formes du théorème des valeurs intermédiaires150.
– le corollaire??sur la dérivabilité d’une limite d’une suite de fonctions.
– les lemmes??et??, utile pour une démonstration du théorème de Jordan
– la proposition?? utilisera la connexité pour définir une distance dans un ouvert

connexe d’un espace vectoriel normé
– théorème de Runge,??.
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– Tous les résultats basés sur l’indice, par exemple le théorème de Cauchy??, et
beaucoup de résultats sur les fonctions holomorphes.

– L’exercice de la partie1.6.18, montrant qu’une fonctionf C∞ deR dansR telle
que∀x ∃n f (n)(x) = 0 est polynomiale.

On trouvera diverses autres applications de la connexité plus loin dans ce chapitre.

Proposition 145 Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) X est connexe
(ii) Une applicationφ deX dans{0, 1} continue est constante, avec{0, 1}
muni de la topologie discrète.
(iii) Pour tout couple d’ouvertsA etB deX, siX = A ∪ B etA ∩ B = ∅,
alorsA = ∅ ouB = ∅
(iv) Pareil avec des fermés
(v) Toutes les parties deX non triviales (i.e. autres queX et∅) ont une frontière
non vide.

Démonstration : Facile :
(i) → (ii) Si X est connexe, montrons que toute application continue deX dans

{0, 1} est constante.
En effet, si une telle applicationf n’était pas constante, on partitionneraitX en

deux ouverts non vides (f−1(0) = f−1(] − 1
2 ,

1
2 [) et f−1(1) = f−1(] 1

2 ,
3
2 [)) ; chacun

d’eux serait alors à la fois ouvert, fermé, et non trivial.
La réciproque (ii)→ (i) est non moins simple (raisonner par l’absurde : siA ouvert

et fermé non vide et différent deX, alors prendre la fonction caractéristique deA dans
X).

(ii) → (iii) Facile, en voyant que siA etB contredisent l’hypothèse,A est ouvert
et fermé et non trivial.

Le reste est du même niveau de difficulté, je le passe sous silence...ut

Proposition 146 • Si A ⊂ X est connexe et siA ⊂ B ⊂ A, alorsB est
connexe.
• Si lesAi sont des parties connexes deX et∩Ai 6= ∅, alors∪Ai est connexe.
• Si lesAi sont des parties connexes deX et pour tout coupleAi, Aj il existe
i0, ..., ik aveci0 = i et ik = j tels queAil intersecteAil+1 , alors ∪Ai est
connexe.

Démonstration : Pour montrer la première assertion on utilise la deuxième des
caractérisations des connexes données en145.
La deuxième assertion n’est qu’un cas particulier de la troisième.
La troisième assertion là aussi se montre en utilisant la seconde des caractérisations des
connexes données en145.ut
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Théorème 147Les connexes deR sont les intervalles.

Démonstration : Facile.ut

Théorème 148L’image d’un connexe par une fonction continue est un
connexe.

Démonstration : Facile toujours en utilisant la même caractérisation des connexes.ut

Théorème 149Soit f une application continue définie sur un connexe et à
valeurs dansR. Alors l’image def est un intervalle.

Démonstration : Facile au vu des deux théorèmes précédents.ut

Corollaire 150 Le théorème des valeurs intermédiaires (dans le cas d’une
fonction continue, pas dans le cas d’une fonction dérivée) découle immédia-
tement du théorème ci-dessus.

Théorème des valeurs intermédiaires pour une fonction dérivée, dit aussi théo-
rème de Darboux,??.

Théorème 151 (passage à la douane)SoitX un espace topologique etA ⊂
X connexe. SiA intersecte à la foisB et son complémentaire, alorsA inter-
secte la frontière deB.

Démonstration : Il suffit de voir que les deux ouvertsInt(B) et Ext(B) ne
peuvent recouvrirA.ut

Théorème 152Un produit d’ensembles non vides est connexe si et seulement
si chacun des facteurs l’est.

Démonstration : Il est facile de voir, via les projections canoniques, que si le

42



www.L es-M athematiques.net

produit est connexe, chacun des facteurs l’est. La réciproque est plus difficile. On com-
mence par le cas où le produit est un produit de deux espaces (voir figure1.4). Pour
cela on montre que tous les couples(x, y) = (x1, x2), (y1, y2) sont contenus dans un
sous-ensemble connexe deX1 × X2 ; on utilisera ensuite la proposition146. Il suffit
pour ce résultat intermédiaire de considérer l’union deX1×{y2} et de{x1}×X2. Par
récurrence, on généralise ce résultat à tout produit fini de connexes.

{x }   F1

2E   {y }

E   F

y

x

F

E

FIG. 1.4 – Un produit fini d’ensembles est connexe si et seulement si chacun des fac-
teurs l’est. La généralisation à un produit infini se fait par un argument de connexité de
l’adhérence d’une partie connexe convenablement choisie (voir le texte).

On considère maintenant un produit quelconquesX de facteursXi connexes non
vides. On considère un élémenty deX, en utilisant l’axiome du choix. PourA fini
inclus dansI (I est l’index deXi), on définit alors le sous-ensembleXA deX défini
par (xi) ∈ XA si et seulement sixi = yi pour touti tel quei 6∈ A. XA est connexe
puisqu’homéomorphe à un produit fini deXi. On peut vérifier que la réunion desXA

est dense dansX (en se rappelant qu’une base d’ouverts d’une topologie produit est
l’ensemble des intersections finies d’images d’ouverts par les projections inverses) et
connexe (par le deuxième point de la proposition146), et on conclut par le premier
point de la proposition146.ut

Théorème 153Une fonction localement constante sur un connexe est
constante.

Démonstration : Il suffit de voir que l’image réciproque d’un singleton est à la
fois ouverte et fermée.ut
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Définition 154 (Composante connexe)Avecx ∈ X, la composante connexe
dex, notéeC(x), est la réunion de tous les connexes contenantx.

Proposition 155 • Tout point appartient à sa composante connexe
• La composante connexe d’un point est le plus grand connexe contenant ce
point
• Les composantes connexes sont fermées
• Deux composantes connexes sont disjointes ou confondues. En particulier, la
famille des composantes connexes forment une partition de l’espace.

Démonstration : Le premier point est trivial, le deuxième aussi par146, le troi-
sième découle de la connexité deC(x), le quatrième point découle du fait que la
réunion de deux connexes non disjoints est un connexe (deuxième point de la pro-
position146).ut

Définition 156 (Arc ou chemin, ligne brisée)Un arc ou cheminest une ap-
plication continue de[0, 1] dansX. L’image de0 et l’image de1 sont les ex-
trémités de l’arc.
Une ligne brisée entrea et b est une suite finie de segments[xi, xi+1] avec
i ∈ [0, n− 1], x0 = a etxn = b.
On appellelongueur d’une ligne briséela somme des longueurs de ses seg-
ments.

Exercice 157 • Dans un espace normé, l’application qui àt associe(1 − t).x + t.y
est un arc d’extrémitésx et y (on dit aussi un arc entrex et y). L’image de cet arc est
appelée segment, noté[x, y].
• D’un arc entrex ety et un arc entrey etz on peut déduire un arc entrex etz.

Définition 158 (Connexe par arcs)Un espace topologique est ditconnexe
par arcs si il existe un arc entre toute paire de points.
Une partie d’un espace topologique est dite connexe par arcs si elle est connexe
par arcs pour la topologie induite.

Exemples : Un convexe est connexe par arcs.
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Démonstration : Cela découle des exemples ci-dessus.ut

Proposition 159 Un connexe par arcs est connexe. La réciproque est fausse.

Démonstration : On fixex dans un espace connexe par arcs. Chaque arc est un
connexe, car image d’un connexe ([0, 1]) par une fonction continue ; la réunion des
arcs partant dex est connexe (par la proposition146), or par définition cette réunion
est l’espace tout entier. Pour la réciproque, considérer la figure1.5.ut

FIG. 1.5 – Un connexe qui n’est pas connexe par arcs. La même figure fournit un
exemple de connexe qui n’est pas localement connexe. Il s’agit de la courbe des
(x, sin(1/x)) vers0 par valeurs inférieures, plus la frontière{0} × [−1, 1]. On voit
que la figure n’est pas localement connexe en considérant ce qu’il se passe au voisi-
nage du point(0, 1).

Exercice 160 Soit l’applicationf :]0, 1]→ R, qui àx associe1/sin(x). Montrer que
la fermeture de son graphe est connexe mais pas connexe par arcs.

Démonstration : On suppose qu’il existe une fonctionφ continue qui à0 associe
(0, 1) et à1 associe(1, sin(1)), et telle que pour toutx on ait φ(x) appartienne au
graphe def . On considèrex0 le sup de l’ensemble desx tels que la première compo-
sante deφ(x) soit nulle. Il suffit ensuite de considérer la limite de la deuxième compo-
sante pourx tendant versx0.ut
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Proposition 161 Soit Ci une famille de parties connexes par arcs. Si pour
toute pairei, j il existe une suite finieCa0 , ..., Cak avecCah ∩ Cah+1 6= ∅ et
a0 = i etak = j, alors la réunion est connexe par arcs.

Démonstration : Facile.ut

Définition 162 (Composante connexe par arcs)La composante connexe
par arcs de x est la réunion de tous les connexes par arcs passant parx ;
on la noteCa(x).

Proposition 163 • La composante connexe par arcs d’un point est connexe
par arcs.
• Deux composantes connexes par arcs sont soit disjointes soit confondues.
• Ca(x) ⊂ C(x), car Ca(x) est un connexe contenantx, etC(x) est le plus
grand connexe contenantx par définition.

Définition 164 (Localement connexe (par arcs))Un espace estlocalement
connexe (resp. par arcs)si tout point de l’espace possède une base de voisi-
nage connexes (resp. par arcs).

Attention ; un espace peut être connexe sans être localement connexe. Voir par
exemple la figure1.5.

Notamment, alors qu’un espace dont tout point possède un voisinage compact (par
exemple un espace compact !) est localement compact, un espace dont tout point pos-
sède un voisinage connexe n’est pas nécessairement localement connexe.

Théorème 165Dans un espace localement connexe (resp. localement
connexe par arcs), les composantes connexes (resp. par arcs) des ouverts sont
ouvertes.

Démonstration : Facile.ut

Corollaire 166 Dans un espace localement connexe (resp. localement
connexe par arcs) tout point possède une base de voisinages ouverts et
connexes (resp. connexes par arcs).

Démonstration : Il suffit de considérer, étant donnéx et un voisinageV dex, un
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ouvert inclus dansV et contenantx,et une composante connexe (resp. par arcs) dex
dans cet ouvert.ut

On peut noter le théorème suivant :

Théorème 167Dans un espace localement connexe par arcs, les ouverts
connexes sont connexes par arcs. Notamment, les ouverts connexes deR

n, ou
de tout espace vectoriel norméa sont connexes par arcs.

aOu même de tout espace vectoriel topologique.

1.5 Complétude

1.5.1 Suites de Cauchy. Espace complet

Définition 168 (Suite de Cauchy)Une suite(xn) dans un espace métrique
est ditesuite de Cauchysi pour toutε > 0 il existe unN ∈ N tel que∀n,m >
N on ad(xn, xm) < ε.

La notion de suite de Cauchy est une notion métrique et non une notion topolo-
gique. Même si deux distances sont équivalentes, on ne peut être sûr que les suites
de Cauchy soient les mêmes pour les deux métriques. Par exemple avecd(x, y) =
|arctan(x)−arctan(y)|, la topologie surR est la même que pour la topologie usuelle,
mais la suiteun = n n’est pas de Cauchy pour la métrique usuelle, alors qu’elle est de
Cauchy pour cette métrique.

Proposition 169 • Etant donnée une suitexn, notonsXn = {xk/k ≥ n} ;
alors la suitexn est de Cauchy si et seulement si le diamètre deXn tend vers
0.
• Dans un espace métrique toute suite convergente est de Cauchy.• L’image
d’une suite de Cauchy par une application uniformément continue est une suite
de Cauchy.

Définition 170 (Espace complet)Un espace métriqueX estcomplet, si toute
suite de Cauchy deX a une limite dansX.

Quelques exemples d’espaces complets :
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• les exemples de Banach donnés un peu plus loin.
• Ck(Ω) avecΩ un ouvert deRn, voir partie??.

Une propriété fondamentale des espaces complets est le théorème du point fixe??.

Définition 171 (Espace de Banach)Un espace de Banachest un espace vec-
toriel normé complet.
Un isomorphisme entre l’espace de BanachE et l’espace de BanachF est
un isomorphisme des espaces vectoriels normés sous-jacents.

Quelques exemples d’espaces de Banach :
• R
• Rn muni d’une des normes suivantes :
- (x1, ..., xn) 7→

∑n
i=1 |xi|

- (x1, ..., xn) 7→
√∑n

i=1 x
2
i

- (x1, ..., xn) 7→ maxni=1|xi|
• L’ensemble des applications continues bornées d’un espace topologiqueX dansR
ouC, muni de la normef 7→ supx∈X |f(x)|
• Les espacesLp, comme on le verra en??
• Si F est un Banach etE un espace vectoriel normé , alorsL(E,F ) (ensemble
des fonctions linéaires continues deE dansF ) est un Banach (pour la normef 7→
sup‖x‖=1‖f(x)‖).

On rappelle que deux normes sont dites équivalentes si elles définissent la même
topologie.

Tout d’abord quelques propriétés des Banachs issues directement de la partie1 :
• Un isomorphisme algébrique (i.e. un isomorphisme au sens des espaces vectoriels )
continu entre espaces de Banach est un isomorphisme d’espaces vectoriels normés .
• Toutes les normes sont équivalentes sur desR-espaces vectoriels de dimension finie.
• Deux normes sont équivalentes si et seulement si chacune d’elle est inférieure à une
certaine constante multipliée par l’autre
• Un espace vectoriel normé de dimension finie est complet, et donc est un Banach.
• Les compacts d’un espace vectoriel normé de dimension finie sont les fermés bornés.
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Proposition 172 Etant donnés des espaces métriquesEi en nombre fini, le
produitE0× ...×En peut être équipé d’une métrique définie pard((xi), (yi))
de l’une des formes suivantes (entre autres) :
•
∑
i d(xi, yi)

•
√∑

i d(xi, yi)2

• p
√∑

i d(xi, yi)p
•maxid(xi, yi)
Ce sont bien des distances et elles sont équivalentes entre elles. La topologie
ainsi définie est la topologie produit, que l’on a définie plus tôt.

Proposition 173 Un espace métrique est complet si et seulement si l’intersec-
tion de toute suite décroissante de fermés non vides de diamètre tendant vers0
est non vide et donc réduite à un point.

Démonstration : Si l’espace métrique est complet, alors on considèrexn apparte-
nant aun-ième fermé ; la suite est de Cauchy, et converge donc vers un point ; quel que
soitn, ce point est limite d’une suite de points deXn ; donc il appartient àXn puisque
Xn est fermé. En outre, le diamètre tendant vers0, le diamètre de l’intersection est0 ;
donc il s’agit d’un seul point.
Réciproquement, étant donnée une suite de Cauchyxn, on considère la suite desXn

avecXn = {xk/k ≥ n} ; cette suite vérifie les hypothèses, donc l’intersection desXn

est réduite à un point. On montre facilement que ce point est limite desxn.ut

Proposition 174 Un produit fini d’espaces métriques complets, muni d’une
métrique comme défini ci-dessus, est complet.
Réciproquement un produit fini d’espaces métriques, muni d’une métrique
comme défini ci-dessus, est complet si et seulement si chacun des facteurs l’est.

Démonstration : La démonstration (pas très difficile) est laissée au lecteur.ut

Proposition 175 Si une suite de Cauchy a une valeur d’adhérence, elle est
convergente.

Démonstration : On considère une suite extraite qui converge, et on montre faci-
lement que la suite tend vers la même limite.ut
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Corollaire 176 Un espace métrique compact est complet.

Démonstration : S’il est compact, toute suite a une valeur d’adhérence (par le
théorème de Bolzano-Weierstrass140) ; il suffit alors d’appliquer la proposition précédente.ut

Théorème 177Le corpsR est complet pour sa métrique ; de mêmeRn muni
d’une norme est complet pour cette norme. Plus généralement un espace normé
de dimension finie est complet.

Démonstration : On considère une norme surE de dimension finie et une suite
de Cauchyxn. On montre que pour un certainN la suite est à valeurs dans la boule de
centrexN et de rayon1 à partir du rangN , directement par la définition d’une suite
de Cauchy ; on a donc une suite dans un compact, et donc la suite de Cauchy converge
vers un élément de cette boule.ut

On trouvera par exemple une utilisation de ce théorème dans185.

Proposition 178 Un sous-ensemble d’un métrique complet est complet si et
seulement si il est fermé.

Démonstration : Soit A un sous-ensemble fermé deX complet. Sixn est une
suite de Cauchy dansA, c’est aussi une suite de Cauchy dansX, donc elle converge.
SiA est fermé la limite est dansA. Réciproquement, on supposex dansA, et on choisit
une suitexn qui tend versx ; et on remarque quexn est de Cauchy et donc converge
vers une limite dansA puisqueA est complet.ut

Définition 179 (Série absolument convergente)Soit E un espace vectoriel
normé.(xn) dansE est appelée unesérie absolument convergentesi

∑
n≥0 ‖

xn ‖< +∞.

Théorème 180Un espace vectoriel norméE est complet si et seulement si
toute série absolument convergente(xn) est convergente dansE.

Démonstration : SupposonsE complet.
Soit une sériexn absolument convergente. Pourm > n on a
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d(
n∑
i=0

xi,
m∑
i=0

xi) =‖
m∑

i=n+1

xi ‖

≤
m∑

i=n+1

‖ xi ‖

≤
+∞∑
i=n+1

‖ xi ‖

→ 0

Donc la suiteyn =
∑n
i=0 xi est de Cauchy, et donc converge.

Réciproquement supposons maintenant que toute série absolument convergente
converge. On se donnexn une suite de Cauchy. On en extrait une sous-suite, et‖
xm−xnk ‖≤ 1

2k
pourm ≥ nk ; la série correspondante est absolument convergente ; il

est facile d’en déduire que la suite a une valeur d’adhérence, et donc qu’elle converge.ut

Théorème 181Si E est normé et siF est de Banach, alors l’espace normé
L(E,F ) est aussi de Banach.

Démonstration : Soitfn une suite de Cauchy dansL(E,F ). Pour toutx ∈ E, on
a ‖ fn(x) − fm(x) ‖≤‖ fn − fm ‖ . ‖ x ‖, donc la suitefn(x) est de Cauchy dans
F ; elle converge vers un élément que l’on notef(x). Il est clair quef est linéaire.
On fixe alorsε > 0. On choisitN tel que‖ fn − fm ‖≤ ε, pourn,m > N , et on
considèrex de norme< 1. En faisant tendrem vers l’infini on obtient que∀n > N
‖ fn(x) − f(x) ‖≤ ε ; doncf est bornée sur la boule unité, et doncf est continue.
On obtient avec la même formule la convergence defn versf au sens de la norme. En
résumé, la preuve s’obtient en montrant la convergence simple (facile), puis en mon-
trant que la limite est linéaire (trivial), puis qu’elle est continue (y’a qu’à l’écrire et ça
roule).ut

Corollaire 182 Le dualE′ d’un espace norméE est un espace de Banach.

Démonstration : Par application immédiate du théorème précédent.ut

Voir le corollaire??.

Théorème 183Si K est un espace compact etY un espace complet, alors
l’espace des applications continues deK dansY C0(K,Y ) est métrique com-
plet pour la distanced(f, g) = supxd(f(x), g(x)).
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Démonstration : La compacité deK permet de vérifier que la fonctiond est bien
définie ; elle est clairement effectivement une métrique. Etant donnéefn une suite de
Cauchy dans l’espace considéré, on montre facilement que cette suite converge sim-
plement vers une certaine fonctionf ; en utilisant la continuité defn et la convergence
uniforme on conclut facilement à la continuité def . La convergence uniforme desfn
découle facilement du critère de Cauchy dans l’espace considéré.ut

Voir par exemple le théorème??. On peut citer aussi le fait que l’espace des appli-
cations continues d’un espaceK compact dans un espaceE de Banach est de Banach
pour la norme‖f‖∞ = supx‖f(x)‖E .

Exercice 184 Si E1, ...En sont des espaces vectoriels normés, avecF de Banach,
montrer que l’espace norméL(E1, ..., En);F ) est aussi de Banach.

1.5.2 Complété d’un espace métrique

Théorème 185Tout espace métrique(X, d) se plonge isométriquement dans
un espace complet(X̃, d̃) avecX dense dans̃X.
Si on se donne deux tels plongements, alors l’identité surX s’étend de manière
unique en une isométrie dẽX1 et X̃2.

Définition 186 Un tel espace métrique complet est appelécomplétédeX.

Démonstration :
Existence :

• on commence par introduire une relation d’équivalence entre les suites de Cauchy :
on dit de deux suites qu’elles sont équivalentes si la distance entre l’une et l’autre tend
vers0 (ie (xn) est équivalente à(yn) si limxn − yn → 0).
• On considèreX̃ l’ensemble des classes d’équivalences pour cette relation.
• On note par[xn] la classe d’équivalence de la suitexn.
• On remarque que la distance entrexn et yn tend vers une limite donnée pourn ten-
dant vers+∞ (noter que pour ce point on utilise la complétude deR montrée un peu
plus tôt).
• On peut donc prendre pour distance surX̃ la limite de la distance entre deux suites
pourn tendant vers l’infini ; on vérifie facilement qu’il s’agit bien d’une distance.
• On peut prendre pour plongement la fonction qui àx associe la suite constante égale
àx.
• On constate facilement que ce plongement est une isométrie.
• On peut voir facilement que l’image du plongement est dense dansX̃ en considérant
pour une suite donnéexn la suite des suites de Cauchy constante égales àxn.
• On peut maintenant identifierX et son image.
• On considère maintenant une suite de Cauchy dansX̃, notéeyn.
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• Pour toutn on peut choisirxn, suite de Cauchy, telle que la distance (dansX̃) entre
xn etyn soit inférieure à1/n.
• La suitexn est de Cauchy dans̃X, et donc aussi dansX. Par définition deX̃, la
limite de la suitexn est la classe des suites dont la distance àxn est nulle.
• Il ne reste plus qu’à voir queyn tend aussi vers cette limite.

L’unicité résulte du corollaire188.ut

Théorème 187Soient deux espaces métriquesA etB avecB complet. SiD
est une partie dense deA et f : D → B est uniformément continue, alors il
existe un et un seul prolongement continuf̃ : A → B. Cette fonctionf̃ est de
plus uniformément continue.

Démonstration : • L’unicité est évidente, par unicité de la limite et par la den-
sité deD dansA.
• L’existence découle immédiatement du critère de Cauchy, grâce à la complétude

deB.
• Il reste à montrer l’uniforme continuité : soientx et y distincts dansA. Soit

xn → x etyn → y, avecxn etyn dansD. d(f̃(x), f̃(y)) ≤ 2d(f(xn), f(yn)) si n est
assez grand. L’uniforme continuité dẽf en découle immédiatement.

Cela servira à montrer quelques propriétés simples des espaces de Hölder, voir
??, et le théorème de Plancherel. L’escalier de Cantor utilise aussi ceci (voir partie
1.6.13). Cela permet aussi de voir que siE est métrique complet connexe localement
connexe, alorsE est connexe par arcs

Corollaire 188 Une isométriei : D → B d’un sous-ensemble dense de l’es-
pace métriqueA sur une partie de l’espace métrique completB s’étend de
manière unique en une isométrieĩ : A → B deA sur une partie deB. L’ex-
tensioñi est une bijection deA surB si et seulement sii(D) est dense dansB.

Démonstration : Evident, même preuve que pour le théorème187.ut
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1.6 Zoologie de la topologie

1.6.1 Séparation de fermés par des ouverts dans un métrique

Proposition 189 SoientF1 etF2 deux fermés disjoints d’un espace métrique
(E, d). Alors il existe deux ouvertsU1 etU2 tels queF1 ⊂ U1 etF2 ⊂ U2, U1

etU2 étant disjoints.
En outre il existe une fonction continue deE dans[0, 1] dont la restriction àF1

est égale à0 et dont la restriction àF2 est1 (c’est à dire queχF2 ≤ f ≤ χF c1 ).

Démonstration : Considérer la fonctionf définie par

f(x) =
sup(d(x, F1)− d(x, F2), 0)

d(x, F1)

si x 6∈ F1 etf(x) = 0 sinon. puisU1 = f−1([0, 0.5[) etU2 = f−1(]0.5, 1]).ut

1.6.2 Théorème de Baire

Théorème 190 (Théorème de Baire)SoitX un espace topologique. SiX est
localement compact, ou s’il est métrique complet, alors
• Toute intersection dénombrable d’ouverts denses est dense
• Une réunion dénombrable de fermés recouvrantX comporte un fermé d’in-
térieur non vide

Démonstration : Il suffit de montrer la première assertion, la seconde étant équi-
valente par passage au complémentaire.
On se donneUi une famille dénombrable d’ouverts avecUi = X. Soit V un ouvert
non vide. On veut montrer que l’intersection desUi a une intersection non vide avec
V . On poseV0 = U0 ∩V (ouvert non vide par densité deU0). Ensuite, par récurrence :
• Vn ⊂ Vn−1 ∩ Un pourn ≥ 1
• Cas métrique complet : on imposediam(Vn) ≤ 1

2n

• Cas localement compact :Vn compact
L’intersection desVn est non vide, car :
• Dans le cas localement compact, il s’agit d’une suite décroissante de compacts non
vides.
• Dans le métrique complet, il s’agit d’une suite décroissante de parties non vides de
diamètres tendant vers0.
Il suffit alors de choisir un élément dans l’intersection desVi.ut

Les lignes qui suivent fournissent de nombreuses applications du théorème de

54



www.L es-M athematiques.net

Baire. Il y a aussi par exemple l’application1.6.18.

Proposition 191 Un espace de Banach de dimension infinie n’a pas de base
algébrique dénombrable.

Démonstration :
Supposons queE, espace de Banach de dimension infinie, ait une base dénom-

brable(en) pourn ∈ N.
Définissons alorsFn, espace vectoriel engendré par lesei pouri ≤ n.
Fn est alors un fermé (car de dimension finie, résultat130) et d’intérieur vide (fa-

cile). Or l’union desFn est égale àE ; doncE devrait être d’intérieur vide grâce au
théorème de Baire, ce qui est absurde.ut

Corollaire 192 R[X] n’est de Banach pour aucune norme.

Théorème 193 (Théorème de Banach-Steinhaus)SoitTα : E → F une fa-
mille d’applications linéaires continues de l’espace de BanachE dans l’espace
norméF . Si∀x supα ‖ Tαx ‖<∞, alorssupα ‖ Tα ‖<∞.

On verra une application à la transformation de Toeplitz (proposition??), qui
fournit une preuve élégante de la moyenne de Césaro (corollaire??).

Démonstration : On poseBn l’ensemble desx tels que∀α on a‖ Tα(x) ‖≤ n
Bn est fermé. L’hypothèse permet de dire que l’union desBn estE. Par le théorème
de Baire, l’un desBn est d’intérieur non vide. On en déduit facilement le résultat.ut

Corollaire 194 SoitTn : E → F une suite d’applications linéaires continues
de l’espace de BanachE dans l’espace norméF . SiT.x = limn→+∞Tn(x)
existe pour toutx, alorsT est une application linéaire continue.

Démonstration : Facile.ut

Définition 195 (Application ouverte) Une application est diteouverte si
l’image de tout ouvert est un ouvert.
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Théorème 196 (Théorème de l’application ouverte)Une application
linéaire continue surjective entre espaces de Banach est ouverte.

Démonstration : Donnons nous une telle applicationf , entre deux espaces de
BanachE etF . f est donc supposée linéaire, continue, et surjective. On montre qu’elle
est ouverte.
• SoitU un ouvert deE. Il suffit de montrer quef(U) est ouvert dansF .
• Soitx dansf(U). Il suffit de montrer quef(U) est un voisinage dex.
• Par translation, on peut supposerx = 0.
• Il suffit donc de montrer qu’une certaine bouleBF (0, r) dansF centrée en0 de

rayon un certainr > 0 est incluse dans l’image parf d’une boule arbitraireBE(0, r′)
dansE, centrée en0, de rayonr′, avecr′ tel queBE(0, r′) ⊂ U . Par linéarité de
f , on peut se limiter àr′ = 1. Il convient donc de montrer qu’il exister tel que
BF (0, r) ⊂ f(BE(0, 1)).
• Définissons, pourn ∈ N, Fn = f(BE(0, n)).
• D’après le théorème de Baire (ci-dessus), l’union desFn étant égale àE, il existe

un Fn d’intérieur non vide. Du coup,F1, par linéarité, est lui-même d’intérieur non
vide.
• Il existe donc une bouleBF (y, ε) centrée eny de rayonε > 0 incluse dansF1.
• Par symétrie−y ∈ F1. Finalement,BF (y, ε)−y ⊂ F1+F1, doncBF (0, ε) ⊂ F2

(F1 + F1 = F2 comme on s’en convaincra aisément).
• BF (0, ε2 ) ⊂ F1, d’où le résultat.ut

Corollaire 197 (Théorème d’isomorphisme de Banach)Une application
continue linéaire bijective entre espaces de Banach a un inverse continu (→est
un isomorphisme).

Démonstration : Conséquence immédiate du théorème de l’application ouverte.ut

Voir par exemple le théorème??, utilisant aussi le théorème de Riesz et le
théorème d’Arzéla-Ascoli.

Corollaire 198 SiE muni de la normeN1 est un Banach et siE muni de la
normeN2 est un Banach, alors siN1 ≤ λ.N2 pour un certainλ implique
N2 ≤ µN1 pour un certainµ. Donc si une des deux normes est plus fine que
l’autre, alors elles sont équivalentes.

Démonstration : L’identité de (E,N2) dans(E,N1) est continue, bijective, li-
néaire ; donc c’est un isomorphisme.ut
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Corollaire 199 (Théorème du graphe fermé)Soit T : E → F , linéaire
entre les BanachE et F . L’application T est continue si et seulement si le
graphe deT est fermé dansE × F .

Démonstration : Un sens ne pose pas de problème ; le graphe d’une application
continue est toujours fermé.
Réciproquement, supposons le graphe fermé, voir figure1.6.
• L’espaceE × F est en fait un espace de Banach.
• Le graphe est en fait un Banach (la linéarité deT permet de conclure que le graphe
est en fait un espace vectoriel, qui est fermé par hypothèse ).
• La projection du graphe surE restreinte au graphe est une application linéaire bijec-
tive du graphe surE ; par le corollaire197, son inverse est aussi continue. La projection
du graphe surF est aussi continue.
• La fonction considérée, composition de deux fonctions continues, est donc continue.ut

E

F

linéaire bijective
continue

continue
(par théorème d’isomorphisme
de Banach)

E x F = Banach

Banach

FIG. 1.6 – Schéma explicatif de la preuve du théorème du graphe fermé.
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1.6.3 Distance d’un point à une partie

Proposition 200 Soit A une partie non vide d’un espace métrique(E, d).
L’application d̃ qui à x dansE associed(x,A) = inf{d(x, a)/a ∈ A} est
continue et1-lipschitzienne.

Cette proposition servira un peu partout, par exemple pour le lemme?? (très
utile pour approximer des fonctions par des fonctionsC∞), ou pour le lemme202, ou
pour voir que lesε-voisinages sont ouverts.

Démonstration : Soitx dansE, montrons quẽd est continue enx. Considéronst
dansE, et donnons nousε > 0 (figure1.7).

Par définition dẽd et de l’inf, il existea ∈ A tel qued(x, a) ≤ d(x,A) + ε. Alors
d(t, A) ≤ d(t, x) + d(x, a) ≤ d(t, x) + d(x,A) + ε, doncd̃(t) ≤ d̃(x) + d(t, x) + ε.
En faisant tendreε vers0 on obtientd̃(t) ≤ d̃(x) + d(x, t). De même on aurait̃d(x) ≤
d̃(t) + d(x, y). Donc

|d̃(x)− d̃(t)| ≤ d(x, t)

On en déduit la continuité et le caractère1-lipschitzien ded̃.ut
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FIG. 1.7 – Continuité de la distance à une partie : une simple application de l’inégalité
triangulaire.
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Corollaire 201 La distance entre un compact et un fermé disjoints est> 0.

par distance entre un compact et un fermé on entend l’inf de la distance
entre un point du compact et un point du fermé.

Démonstration : La distance à un ensemble étant continue, la distance d’un point
du compact au fermé atteint son minimum sur le compact (voir123). Si la distance est
nulle, alors elle est nulle en un certain pointx du compact. On prend alors une suite
xn du fermé tendant versx (par exempled(xn, x) < 1/n) ; sa limite est nécessaire-
ment dans le fermé, doncx est à l’intersection du fermé et du compact, donc ces deux
ensembles ne sont pas disjoints. D’où la contradiction, et le résultat.ut

La distance entre deux fermés disjoints n’est pas nécessairement non nulle !
Considérer dansR les fermésF1 etF2 définis par

F1 = N

F2 = {n+ 1
n

/n ∈ N ∧ n ≥ 2}

1.6.4 Approximation d’ouverts par des compacts

Lemme 202 SoitU un ouvert deRn. Pourm ≥ 1, notonsKm l’intersection
de

{x ∈ U/d(x,U c) ≥ 1
m
}

et de
B(0,m)

Alors :
• Pour toutm > 0 Km est compact
•Km ⊂ Int(Km+1)
• U = ∪iKi

• ∀K compact deU ∃m/K ⊂ Km

Ce résultat servira par exemple pour le corollaire??, ou pour l’utilisation de la
définition??, ou pour la proposition??.

Démonstration : • Km est borné (clairement),Km est une intersection de deux
fermés (rappelons que pour une partie non vide donnée l’application qui à un point
associe sa distance à cette partie est continue, voir proposition200). Un fermé borné
deRn est compact (corollaire128).
• Il suffit de voir que l’intérieur d’une intersection finie est l’intersection des inté-

rieurs.
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• La distance d’un pointx deU au complémentaire deU est> 0 car le complé-
mentaire deU est fermée (un point à distance nulle d’un fermé est dans ce fermé).
• SoitK un compact inclus dansU .
L’inf de la distance d’un point deK au complémentaire deU est> 0 grâce à un

corollaire précédent. Donc cette distance est supérieure à1/m pourm assez grand. Il
suffit ensuite de prendrem assez grand pour queK soit inclus dans la boule fermé
B(0,m).ut

Lemme 203 (Approximation d’ouverts du plan par des compacts pas trop troués)
SoitΩ un ouvert deC (on pourrait direR2). Alors il existe une suite de com-
pactsKn inclus dansΩ tels que :
•Kn ⊂ Int(Kn+1)
• Tout compact deΩ est inclus dans un certainKn

• Toute composante connexe de(C ∪ {∞}) \ Kn contient une composante
connexe de(C ∪ {∞}) \ Ω
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La dernière condition signifie simplement qu’il n’y a pas de "trous" su-
perflus dans lesKn. La seconde condition implique que la réunion desKn estΩ.

Démonstration : On utilise les mêmesKn que dans la partie précédentes.
Le seul problème est de vérifier que la dernière condition est vérifiée.
On se donne doncC une composante connexe deĈ \Kn

6, etx appartenant à cette
composante connexe.

Alors nécessairement|x| > n ou |x− f | < 1/n pour un certainf dansF , avecF
le complémentaire deΩ.

Dans le cas|x| > n, alors lesλ.x, pourλ réels≥ 1, forment une demi-droite, qui
unie à{∞}, forme un connexe, inclus dansC, et intersectant une composante connexe
deĈ \ Ω (puisque∞ 6∈ Ω !).

Dans le cas|x− f | < 1/n, le segment[x, f ] est inclus dansC, doncC contientf ,
et donc intersectêC \ Ω, au moins enf .

D’où le résultat.ut

1.6.5 Homéomorphisme entre une boule fermée et un compact convexe
d’intérieur non vide

Proposition 204 SoitK un compact convexe d’intérieur non vide deRn.
AlorsK est homéomorphe à la boule unité fermée.

Démonstration :
• On peut supposer que0 appartient à l’intérieur deK.
• On peut agrandirK jusqu’à ce qu’il contienne la boule unité fermée.

6Ĉ est le compactifié d’Alexandrov deC (C ∪ {∞})
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• On définit la fonctionf de la boule dansK qui àx associeT.x avecT le sup
dest ∈ R+ tels quet.u appartient àK, avecu le vecteur directeur dex (x/‖x‖). On
définitf(0) = 0.
• Montrons tout d’abord quef est bien définie. Six est non nul,K étant borné, le

sup dest en question est bien défini six est non nul (le casf(0) étant séparé).
• t.u appartient àK pour toutt < T , par convexité deK. Le fait queK est fermé

fait queT.u appartient àK. Si x est de norme1, le problème est donc résolu. Six est
de norme plus petite que1, a fortiori,T.x appartient àK par convexité deK.
• Il faut maintenant montrer quef est continue.
• f est continue en0. En effet il est clair quef(x) tend vers0 quandx tend vers0.
• Il convient maintenant de montrer quef est continue enx autre que0. Pour cela

il suffira de montrer que la fonction qui àu associeT le sup dest ∈ R+ tels quet.u
appartient àK est continue sur la sphère (ensuite il est clair que la multiplication par
un scalaire est continue, que la fonction qui à un vecteur associe son vecteur directeur
est continue (par quotientx/‖x‖).
• La figure1.8parle d’elle même.ut

Cela permet d’appliquer des triangulations sur la boule unité fermée (enfin sur
un simplexe homéomorphe à la boule), voir théorème253.

B

2

1

u
v

z

FIG. 1.8 – Par hypothèse, la bouleB est incluse dansK. On se donnez le point
f(u), c’est à dire le "bord" deK dans la directionu. Alors la zone grisée appartient
nécessairement àK par convexité.f(v) est alors nécessairement au delà de∆1 par
convexité deK, et en deça de∆2, par définition dez. D’où la continuité def .
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1.6.6 Intersection vide d’une suite décroissante de fermés convexes
non vides bornés d’un espace vectoriel normé

SurR l’intersection d’une suite décroissante de convexes fermés bornés non vides
ne saurait être vide. Dans le cas général il en est tout autrement.
• SoitE l’espace des fonctions continues de[0, 1] dansR.
• C’est un espace vectoriel normé pour la norme infinie. C’est même un espace de

Banach.
• Soit (xn)n∈N une suite de rationnels dense dans[0, 1].
• Soit Cn l’ensemble des applications deE nulles enxi pour touti dans[0, n],

bornées par2 et d’intégrale1 sur[0, 1].
• LesCn sont non vides, convexes, fermés, bornés, décroissants.
• L’intersection desCn ne peut contenir que des fonctions nulles sur tous les ra-

tionnels, et continues, donc l’intersection desCn ne peut pas contenir de fonction non
nulle. Or L’intersection desCn ne peut contenir que des fonctions d’intégrale1.ut

1.6.7 Valeurs d’adhérence6= limites de suites extraites

Proposition 205 L’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite n’est pas né-
cessairement égal à l’ensemble des limites de sous-suites extraites.

Démonstration : En effet, soitE l’ensemble des applications continues de[0, 1]
dans[0, 1] ; on le munit de la topologie produit, c’est à dire de la topologie de la conver-
gence simple (il est facile de vérifier que c’est pareil...).
• Un voisinage de la fonction nulle dansE est de la forme{f/∀i ∈ [1, n]|f(xi)| ≤

εi} (∗), avec lesεi positifs, et lesxi dans[0, 1].
• On considère les applications en dents de scie, égales à0 enx0, enx1, enx2, ...

, enxn, avecxi < xi+1, x0 = 0 etx1 = 1 ; et affine entrexi et xi+xi+1
2 et xi+xi+1

2 et
xi+1, avecf(xi+xi+1

2 ) = 1, avec lesxi rationnels.
• On peut clairement les énumérer, et donc il s’agit d’une suite.
• la suite nulle est clairement dans l’adhérence de cette suite (prendre un voisinage

de la fonction nulle écrit sous la forme(∗), et regarder ce qu’il se passe.
• aucune suite extraite ne peut tendre simplement vers la fonction nulle, sinon le

théorème de convergence dominée de Lebesgue permettrait de dire que l’intégrale de
la fonction nulle est la limite de l’intégrale des fonctions de la suite - or toute fonction
de notre suite a une intégrale1

2 .ut

1.6.8 Les espaces projectifs

Proposition 206 Les espaces projectifs sont compacts et connexes par arcs.

On trouvera plus d’informations sur ce sujet dans la partie??.
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1.6.9 Le cube de Hilbert

Définition 207 On appellecube de Hilbert l’espace produit[0, 1]N, muni de
la topologie produit ([0, 1] étant muni de la topologie usuelle sur les segments
de réels).

Propriétés :
• Le cube de Hilbert est connexe par arcs (considérer, étant donnés deux suites de

réels(xn)n∈N et(yn)n∈N, l’application qui àt associe(xn+t.(yn−xn))n∈N). Chaque
composante étant continue, cette application est continue.
• Le cube de Hilbert est métrisable (considérer l’application qui à(xn) et (yn)

associe
∑
n∈N

|xn−yn|
2n .

• Le cube de Hilbert est compact ; par application du théorème de Tykhonov.

Théorème 208Tout espace métrique compactK est homéomorphe à un sous-
espace topologique du cube de Hilbert.

Démonstration :
• Etant donnén ∈ N, on considère un recouvrement deK par des boulesbn,i pour

i ∈ [1, t(n)], en nombre fini et de rayon1/n (on peut toujours construire un recouvre-
ment fini, en extrayant un recouvrement fini du recouvrement comportant TOUTES les
boules de rayon1/n, via la compacité deK).
• On noteBn,i la boule de même centre quebn,i, mais de rayon double (2/n)
• On peut, par le lemme d’Urysohn??, trouver une fonction continuefn,i égale à

1 surbn,i, comprise entre0 et1, et nulle en dehors de la bouleBn,i.
• On peut alors construire l’applicationf qui à un pointx deK associe

(f1,1(x), ..., f1,t(1)(x), f2,1(x), ..., f2,t(2)(x), ..., fm,1(x), ..., fm,t(m)(x)...),

qui est un élément du cube de Hilbert.
• Cette application est continue, puisque toutes ses composantes sont continues.
• Elle est injective, on l’a d’ailleurs un peu beaucoup construite pour ça.
• f deK dansf(K) est alors une application continue bijective d’un espace com-

pact dans un espace séparé ; ceci implique quef est un homéomorphisme, d’après le
corollaire121.ut

1.6.10 Fonction non continue vérifiant la propriété des valeurs in-
termédiaires

Il suffit de considérer la fonction qui à un réelx associesin(1/x) si x est non nul
et0 sinon.
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1.6.11 Tous les fermés deRn s’expriment comme zéros de fonctions
indéfiniment dérivables

� Des fermés particuliers, le cas de la dimension1

Lemme 209 Il existe une fonctionC∞ deR dansR qui s’annule exactement
sur ]−∞, 0].

Démonstration :
• On posef(x) = exp(−1/x) pourx > 0, f(x) = 0 sinon.
• Il est clair quef estC∞ surR∗.
• En 0 on peut facilement voir que toutes les dérivées sont nulles, car leurs limites

sont nulles, puisqu’elles s’expriment comme produit d’une fraction rationnelle par un
exp(−1/x). ut

Lemme 210 Tout intervalle ouvert deR s’exprime comme complémentaire de
l’ensemble des zéros d’une fonctionC∞.

Démonstration : • ]a,+∞[ ou ]−∞, a[ : voir lemme précédent.
• ]a, b[ est l’ensemble des zéros dex 7→ f(x− a).f(b− x).ut

Lemme 211 Tout fermé deR s’exprime comme ensemble des zéros d’une fonc-
tionC∞.

Démonstration :
• On noteU le complémentaire du fermé à étudier.
• U est ouvert.
• U est réunion dénombrable d’intervalles ouverts disjoints (preuve en vérifiant

qu’il y a un rationnel dans toute composante connexe d’un ouvert)
• On noteφn une fonction (voir lemme précédent)C∞ qui s’annule exactement

sur le complémentaire dun-ième intervalle de la partition ci-dessus.
• On noteφ la somme desφn. Cette somme est bien définie car il y a au plus un

desφn qui est non nul en un point donné.
• φ est indéfiniment dérivable, comme on s’en rend facilement compte en regardant

ce qu’il se passe au voisinage d’un point donné - qui n’appartient qu’à un seul support
deφn.ut

� Des fermés particuliers, le cas général : dimension quelconque

Lemme 212 SoitB une boule ouverte deRn ; il existe une fonctionC∞ nulle
partout sauf dans cette boule, où elle est> 0.
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Démonstration : On montre le résultat pour la boule unité ouverte, la généralisa-
tion étant évidente.
• Soitf(x) = exp(− 1

1−‖x‖2 ) pourx tel que‖x‖ < 1, etf(x) = 0 sinon. La norme
ici évoquée est la norme euclidienne.
• la situation étant invariante par rotation, on se contente de montrer que la fonction

estC∞ sur le premier axe (i.e. l’ensemble des(x, 0, 0, ...0) pourx dansR).
• Pour cela on montre que chaque dérivée partielle estC∞.
• Tout d’abord dans le cas d’un point autre que0 ou1 :
- La dérivée partielle suivant un autre axe que le premier est clairement nulle, par

symétrie du problème.
- La dérivée partielle suivant le premier axe est clairementC∞, comme composée

d’applicationsC∞, voir le lemme210.
• Et en zéro, il suffit de voir que le carré de la norme euclidienne est une fonction

polynômiale, doncC∞.
• Le cas1 se traite facilement, comme dans le lemme209.ut

Lemme 213 Tout ouvert s’écrit comme réunion dénombrable de boules ou-
vertes.

Démonstration :
• On considère la suitexn des points à coordonnées rationnelles deU , un ouvert.
• Pour toutxn, on définitrn le sup desr tels queB(xn, r) ⊂ U .
• rn est bien positif strictement, puisqueU est ouvert.
• Il est clair que tout rationnel deU est inclus dans la réunion desB(xn, r).
• Tout pointx est inclus dans une boule centrée surx de rayonε incluse dansU ;

donc une boule centrée sur un rationnel situé à une distance au plusε/3 de x et de
rayon maximal va contenirx. En effet
•Des deux• précédents, on déduit donc que notre ouvert s’exprime comme réunion

dénombrable de boules ouvertes.ut

Théorème 214 (Le résultat tant attendu)Tout fermé de Rn s’exprime
comme zéro d’une fonctionC∞.

Démonstration : • Soit F un fermé. On considèreU son complémentaire. On
écritU comme une réunion dénombrable de boules ouvertesBn.
• On fait alors une somme pondérée de fonctions comme définies dans le lemme

212. Avecφ la fonction donnée par le lemme212 pour la boule unité, on peut écrire
cette somme comme

∑∞
i=1 ciφ(2x−xiri

.
• Il faut maintenant parvenir à sommer lan-ième fonction pondérée par le terme

(strictement positif) nécessaire pour ramener toutes ses dérivées en dessous de1/2n

fois une constante ne dépendant que de l’ordre de la dérivée ; ainsi on aura conver-
gence normale de toutes les dérivées et donc la somme seraC∞. La difficulté est que
contrairement au cas de la dimension1, les boules ne sont pas disjointes.
• Il est suffisant pour cela que la somme desci/r

k
i soit convergente. En effet, dans

ce cas la dérivéek-ième deciφ(x−xiri
sera majorée par la borne sur la dérivéek-ième
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deφ, divisée parrki .

• Il suffit de choisirci = e
− 1
ri .2−i ; ainsi

∑
ci/r

k
i =

∑
2−i.e−

1
ri /rki ≤

∑
2−i.Mk

avecMk le sup dexk.e− 1
x .ut

1.6.12 Le compactifié d’Alexandrov

On se donneX un espace topologique séparé, non compact, localement compact.
L’objectif va être de construire un espacẽX à peine plus gros queX, qui lui sera
compact, et qui contient un sous-espace topologique homéomorphe àX.

On poseX̃ = X ∪ {∞}. On définitT l’ensemble constitué :
- des ouverts deX
- desX̃ \K, oùK est un compact deX.
• Il est facile de vérifier queT est une topologie. L’ensemble des ouverts deX est

bien stable par intersection finie et par réunion quelconque ; et l’ensemble des complé-
mentaires de compacts deX dansX̃ est bien lui aussi stable par intersections finies
et réunion quelconques (rappelons qu’une réunion finie de compacts est compacte et
qu’une intersection quelconque de compacts est compact - comme fermé d’un com-
pact) ; il suffit donc de vérifier que la réunion (resp. l’intersection) d’un ouvert deX et
d’un complémentaire de compact deX est bien un ouvert deX ou un complémentaire
de compact deX.

Pour cela soitU un ouvert deX, etK un compact deX, de complémentaireV .
U ∩V est l’intersection d’un ouvert avecV \K qui est un ouvert ; donc c’est un ouvert
deX. Et U ∪ V est le complémentaire deK ∩ U ′, avecU ′ le complémentaire deU
dansX̃.
•Montrons queX est dense dans̃X. Pour le voir il suffit de voir que tout voisinage

de∞ intersecteX ; ce qui est clair carX n’est pas compact7.

• On va maintenant montrer queX est homéomorphe à un sous-espace deX̃.
L’identité deX dansX̃ est injective. Les ouverts dẽX inclus dansX étant exactement
les ouverts deX, il est clair qu’il s’agit bien d’un homéomorphisme.
• Montrons maintenant quẽX est séparé (premier pas pour montrer qu’il est com-

pact). On peut séparer deux points deX par des ouverts, puisqueX est séparé. Mon-
trons maintenant qu’on peut séparer un pointx ∈ X de∞. On se donne pour cela
K un voisinage compact dex, ce qui peut se faire puisqueX est localement compact.

IntK et X̃ \K sont des ouverts séparantx et∞.
• Montrons maintenant quẽX vérifie la propriété de Borel-Lebesgue, c’est à dire

que de tout recouvrement d’ouverts deX̃ on peut extraire un recouvrement fini. Soit
X = ∪i∈IUi, avec lesUi ouverts. Un certainUi0 contient∞. Son complémentaire est
compact, et recouvert par lesUj , pourj 6= i0 ; on peut donc le recouvrir par lesUj ,
pourj ∈ J fini. L’ensemble desUi pouri ∈ J ∪ {i0} est un recouvrement fini dẽX.

7Je souligne de temps à autre les endroits où s’appliquent les hypothèses
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Exemple :R̃n est homéomorphe à la sphère unité deRn+1 8.

Théorème 215 (Compactifié d’Alexandrov)SiX est un espace topologique
non compact et localement compact, il existe un espace topologiqueX̃ com-
pact appelécompactifié d’Alexandrov deX et tel que :
•X est dense dans̃X. •X est homéomorphe à un sous espace topologique de
X̃.

1.6.13 Le cantorK3

Définition 216 (CantorK3) On noteC0 l’ensemble[0, 1].
On noteC1 l’ensemble[0, 1

3 ] ∪ [ 2
3 , 1].

On noteC2 l’ensemble[0, 1
9 ] ∪ [ 2

9 ,
3
9 ] ∪ [ 6

9 ,
7
9 ] ∪ [ 8

9 ,
9
9 ]

...
On noteCn l’ensemble1

3 .Cn−1 ∪ (Cn−1 + 2). 13 .

On noteK3 l’intersection desCn, pourn ∈ N. On appelle cet ensembleen-
semble triadique de Cantor.
On le munit d’une topologie en considérant la restriction de la distance usuelle
àK3.

FIG. 1.9 – Construction de l’ensemble de Cantor. Les lignes successives représentent
C1, C2, C3, C4.

8Cette sphère est de dimension topologiquen.
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Proposition 217 L’ensemble triadique de CantorK3 est aussi l’ensemble des
réels de[0, 1] dont le développement 3-adique ne comporte que des0 ou des2.

Démonstration : Cela se prouve facilement en considérant l’intersection desCi
jusqu’à un certain rang, et en prenant la limite en l’infini.ut

Proposition 218 L’ensemble triadique de CantorK3 est compact.

Démonstration : K3 est fermé, car c’est une intersection de fermés, et borné car
inclus dans[0, 1]. Donc il est compact, comme tout fermé borné deR.ut

Proposition 219 L’ensemble triadique de CantorK3 est de mesure nulle et
d’intérieur vide.

Démonstration : K3 est mesurable, comme intersection dénombrable de fermé.
La mesure deK3 est inférieure à la mesure deCn, pour toutn ; doncK3 est de mesure
nulle.K3 est d’intérieur vide, sinon il ne serait pas de mesure nulle.ut

Proposition 220 L’ensemble triadique de CantorK3 est homéomorphe à
{0, 1}N, ensemble des suites de{0, 1}, muni de la topologie produit de la to-
pologie discrète sur{0, 1}.

Démonstration : Soit la fonctionf qui à une suiteun de{0, 1} associe la somme
des2.un/3n. Cette fonction est injective, clairement. Elle est surjective (proposition
217). Voyons maintenant la continuité def ; en fait on va considérer la continuité de
f−1. Pour cela on considère l’image réciproque d’un ouvert non vide de la base d’ou-
verts de la topologie produit constituée des produits d’ouverts tels qu’un nombre fini
d’ouverts seulement soient différents de{0, 1}. Il est suffisant pour que l’image réci-
proque dex soit dans cet ouvert que les premiers chiffres soient les mêmes, et donc
que la distance soit suffisamment petite.
Enfin toute fonction continue bijective d’un compact dans un séparé est un homéomor-
phisme (d’après le corollaire121), ce qui permet de conclure.ut

Proposition 221 L’ensemble triadique de CantorK3 esttotalement discon-
tinu , ce qui signifie que la composante connexe d’un point est réduite à ce
point.
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Il suffit de montrer qu’étant donnésx et y dansK3, il existe deux ouverts fermés
disjoints contenant l’unx et l’autrey. En effet ainsi la composante connexe dex sera
différente de la composante connexe dey.
Pour cela on peut considérer indifférementK3 comme le produit{0, 1}n ou comme
l’intersection desCn ; dans le premier cas il suffit de considérer le premier rang auquel
les deux suites diffèrent, dans le deuxième cas, le premier chiffre dans le développe-
ment triadique pour lequelx ety diffèrent.ut

Proposition 222 L’ensemble triadique de CantorK3 ne comporte pas de
point isolé.

On note qu’un ensembleparfait est un ensemble fermé et dépourvu de point isolé.
K3 sera donc un ensemble parfait.

Démonstration : Facile, soit en considérant un ouvert de la base d’ouverts dans
le cas du produit{0, 1}N, soit en considérant l’intersection d’une boule ouverte avec
K3 dans le cas de l’intersection desCn (bien entendu, une seule de ces deux preuves
suffit !).ut

Proposition 223 K3 et∅ sont les deux seuls compactsK inclus dans[0, 1] qui
vérifient

K.
1
3
∪ (K.

1
3

+
2
3

) = K

Démonstration : Il est facile de vérifier que∅ etK3 sont des solutions de l’équa-
tion donnée.
On considère maintenant l’ensembleK([0, 1]) des compacts non vides inclus dans
[0, 1], et l’applicationf qui à un compactK associeK. 13 +K. 13 + 2

3 .
Cette application associe bien un compact inclus dans[0, 1] à un compact inclus dans
[0, 1]. On va considérer un compactA donné, non vide, et on va montrer quefn(A)
tend versK3 pour la distance de Hausdorff.
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Définition 224 (Définition de la distance de Hausdorff)On définit tout
d’abord :

Vε(A) = {x|d(x,A) < ε}

Vε(A) est appeléε-voisinage ouvert deA. Il est ouvert par la proposition200.
Ensuite on noteD(A,B) et on appelledistance de Hausdorffle réel

D(A,B) = inf{x/A ⊂ Vx(B) ∧B ⊂ Vx(A)}

défini sur l’ensembleK(E) des compacts non vides d’un espace métriqueE
donné.

Il s’agit bien d’une distance ;
• D(A,B) >= 0 etD(A,B) <∞ est clair
• D(A,B) = 0→A = B est clair
• l’inégalité triangulaire se vérifie facilement

Proposition 225 Si E est un espace métrique complet, alors l’ensemble des
compacts non vides deE muni de la distance de Hausdorff est complet.

Démonstration : SoitKn une suite de Cauchy dans l’ensemble des compacts non
vides deE.
Alors il existe une suiteεN → 0 telle que

∀k, n > N D(Kk,Kn) < εN

et donc
∀k, n > N Kk ⊂ VεN (Kn)

On considère alorsK l’ensemble desx tels qu’il existe une suitexn telle quexn ∈ Kn

etxn admetx pour valeur d’adhérence.
K est fermé. En effet :
- soity∞ dansK. Il existe(ym) suite dansK tendant versy∞.
- ym est limite d’une certaine suite d’élémentsxn tels quexn ∈ Kn. On considère une
suite extraitexnm telle qued(xnm , ym) → 0 commem → ∞. On définitxn pourn
n’appartenant pas à l’ensemble desnm, en le choisissant de manière quelconque dans
Kn.
Alors

d(xnm , y∞) ≤ d(ym, y∞) + d(xn,m, ym)→ 0

Doncy∞ est valeur d’adhérence desxn, doncy∞ ∈ K. D’où K ⊂ K, et doncK est
fermé. Fermé d’un complet, il est donc aussi complet.

K est aussi précompact. En effet : - Soitε > 0.
- Il existe clairementN tel queK soit inclus dansVε(KN ).
- pour touty dansK, il existexy dansKN tel qued(y, xy) < ε.
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- On peut construire surKn (puisqu’il est compact) un recouvrement fini par des boules
centrés sur leszi de rayonε.
- Les boules centrées sur leszi de rayon2ε recouvrent doncK. On peut supprimer les
zi inutiles, ie tels queB(zi, 2ε) ∩K = ∅. Il reste leszi, pour, disons,i ∈ [1,M ].
- On peut alors déterminer, pour touti ∈ [1,M ], un élémentz′i deK à distance< 2ε
dezi (puisqu’on a supprimé leszi inutiles).
- Les boules centrées sur lesz′i et de rayon4ε montrent alors queK est précompact.
Précompact et complet,K est donc compact (voir théorème110).

Il convient de montrer queK est non vide, ce qui sera fait en même temps que la
preuve de la convergence desKn ci-dessous (en effetKn sera inclus dansVε(K)).
K est limite desKn pour la distance de Hausdorff ; pour le montrer il faut voir que
pour toutε il existe unN tel que pourn ≥ N on ait
•K ⊂ Vε(Kn) (trivial)
•Kn ⊂ Vε(K) : pour cela on considèrex dansKn, avecn tel queεn ≤ ε.
On considère alors
• n0 > n tel queεn0 ≤ ε/21, etxn0 dansKn0 , tel qued(x, xn0) ≤ ε/20

• n1 > n0 tel queεn1 ≤ ε/22, etxn1 dansKn1 , tel qued(xn0 , xn1) ≤ ε/21

• n2 > n1 tel queεn2 ≤ ε/23, etxn2 dansKn2 , tel qued(xn1 , xn2 ≤ ε/22

...
• np > np−1 tel queεnp ≤ ε/2p+1, etxp dansKnp , tel qued(xnp−1 , xnp) ≤ ε/2p
...
La suite desxnp est de Cauchy, donc elle converge vers un certainy ; en sommant les
distances ont montre facilement qued(x, y) ≤ 2.ε. Pour compléter la suite desxn pour
np ≤ n ≤ np+1, il suffit de prendre un point quelconque dansKn.ut
On peut maintenant terminer notre démonstration sur le fait queK3 est le seul compact
non vide tel queK3 = f(K3).
On montre facilement quef est contractante de rapport1

3 pour la distance de Haus-
dorff. On peut donc conclure par le théorème du point fixe??; K est le seul compact
non vide satisfaisant à l’équation.ut

Une autre propriété est le fait que pourE métrique compact,K(E) est compact.
On peut utiliser le Cantor triadiqueK3 pour construire une fonction continue,

croissante, dérivable presque partout, de dérivée nulle presque partout, et poutant non
constante (égale à0 en0 et à1 en1).

1.6.14 Une distance sur les sous-espaces vectoriels d’un espace vec-
toriel de dimension finie

On se donneE un espace vectoriel de dimension finien. On appelleS l’ensemble
des sous-espaces vectoriels deE. Alors on définit la distanced surS par

d(F,G) = dim(F +G)− dim(F ∩G)
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Définition 226 Cette distance est appeléedistance de Grassman.

Proposition 227 La distance de Grassman bien une distance.

Démonstration : En effet :
• d est bien positive (facile)
• d est symétrique (encore plus facile)
• d(F,G) = 0 impliquedim F ∩ G = dim F + G or F ∩ G ⊂ F ⊂ F + G et

doncF ∩ G = F et doncF ⊂ G ; de même on obtiendraitG ⊂ F ; et donc au final
F = G.
• Il reste à montrer l’inégalité triangulaire. Pour cela on aura besoin de la définition

suivante :

Définition 228 On appellechaîne entre les sous-espaces vectorielsF etG
une suite finie de sous-espaces vectoriels , le premier étantF , le dernier étant
G, et chaque élément de la chaîne étant un hyperplan du sous-espace vectoriel
suivant, ou au contraire le sous-espace vectoriel suivant étant un hyperplan de
ce sous-espace vectoriel ; formellement cela signifie qu’il existeF1, ..., Fp tels
queF = F1,G = Fp, et pour touti ∈ [1, p− 1], Fi est un hyperplan deFi+1

ouFi+1 est un hyperplan deFi.
p est appelélongueur de la chaîne.

On procède par étapes :
- Si F ⊂ G, il y a entreF etG une chaîne de longueurdim G− dim F .
- Dans le cas général il y a entreF etG une chaîne de longueurd(F,G) (facile

en passant par l’espaceF ∩ G - il suffit de se rappeler quedim F + G = dim F +
dim G−dim F ∩G). On va maintenant se préoccuper de montrer que cette chaîne est
de longueur minimale.

- Si on a une chaîneA,B,C, avecA etC hyperplans deB (c’est-à-dire queB est
le plus grand de nos3 élémentsA,B etC), alors on a aussi une chaîneA,A ∩C,C, à
moins queA = C.

- Si on a une chaîne, on peut la remplacer par une chaîne de même longueur entre les
deux mêmes sous-espaces vectoriels et de manière à avoir des inclusions décroissantes
puis croissantes.

- la longueur d’une chaîne entreF etG est au moinsd(F,G). On sait donc, avec
le résultat obtenu plus haut, qued(F,G) est la longueur minimale d’une chaîne entre
F etG. On peut remarquer qu’on aurait pu raisonner de même en utilisant une chaîne
croissante puis décroissante en passant parF+G au lieu de décroissante puis croissante
en passant parF ∩G.
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- l’inégalité triangulaire en résulte aisément.ut

Proposition 229 Pour la distance de Grassman, tout isomorphisme algé-
brique est une isométrie.

Démonstration : Facile, puisque la distance de Grassman ne dépend que de di-
mension d’espaces, qui est préservé par isomorphisme algébrique.ut

1.6.15 Topologie et approximation de fonctions caractéristiques

On consultera la partie?? (et les parties suivantes pour des applications).

1.6.16 Points fixes

� Point fixe d’un endomorphisme dans un compact convexe

Lemme 230 SoitK un compact convexe d’un espace vectoriel norméE, etf
un endomorphisme continu deE tel quef(K) ⊂ K ; alors il existex ∈ K tel
quef(x) = x.

Démonstration :
• On se donnex0 ∈ K, et on définit la suite(xn) parxn+1 = f(xn).
• On définit alorsyn = 1

n

∑n−1
i=0 xn ; yn ∈ K par convexité deK.

• Par compacité deK, on peut extraire une suite convergente de la suite des(yn)
(puisqueE est un espace vectoriel normé , donc un espace métrique, le théorème de
Bolzano-Weierstrass140s’applique).
• Soity la limite de cette suite.
• f(yn)−yn = xn−x0

n ; la suite(xn) étant bornée (puisqueK est compact dans un métrique)
et en passant à la limite puisquef est continuef(y) = y.ut

� Un théorème de point fixe dans un espace de Hilbert

Ce résultat est directement inspiré de la note "Un théorème de point fixe en dimen-
sion finie : application aux sous-groupes compacts deR

n", de Richard Antetomaso,
dans la 104ème intégrale de la Revue de Maths Spé, 1993-1994.

Théorème 231On se donneH un espace de Hilbert, etK un compact convexe
non vide deH, et un sous-groupe compactG de l’ensemble des automor-
phismes deH (qui sont aussi des homéomorphismes). On suppose que pour
tout g dansG, g(K) ⊂ K. Alors il existea appartenant àH point fixe com-
mun, ie tel que∀g ∈ G, g(a) = a.
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Il faut bien comprendre pour quelle topologieG est compact. Il s’agit de
la topologie produit deHH .

Démonstration :
• On définit surH une norme‖.‖′ définie par

‖x‖′ = sup{‖g(x)‖/g ∈ G}

Cette norme est bien définie et à valeurs finies, carG est compact ; utiliser le corol-
laire123avec la fonction qui àg associe‖g(x)‖.
• Montrons qu’il s’agit bien d’une norme.
- ‖λx‖′ = sup{‖g(λx)‖/g ∈ G}

= sup{‖|λ|g(λx)‖/g ∈ G}

= |λ| sup{‖g(λx)‖/g ∈ G}

= |λ|‖g(x)‖′

- ‖x‖′ = 0 implique clairementx = 0.
- Enfin,

‖x+ y‖′

= sup{‖g(x+ y)‖/g ∈ G}

= ‖g0(x+ y)‖

≤ ‖g0(x)‖+ ‖g0(y)‖

≤ ‖x‖′ + ‖y‖′

car par hypothèseG est compactet une fonction continue sur un compact atteint ses
bornes (voir corollaire123).

Le cas d’égalité est atteint si‖g0(x)‖ + ‖g0(y)‖ = ‖g0(x + y)‖, donc sig0(x) et
g0(y) sont positivement liés (carH est un espace de Hilbert), donc six ety sont positi-
vement liés puisqueg0 est un automorphisme (les éléments deG sont des automorphismes).
Cela signifie précisément que notre norme est strictement convexe.
• Supposons maintenant que∀x∃g ∈ G/g(x) 6= x.
• Considérons, pourg ∈ G, l’ensembleΩg des éléments dex deK tels queg(x) 6=

x.
• ∀gΩg est ouvert, puisqueg, l’identité, et l’addition sont continues

(g est continue par hypothèse, l’identité est continue9, et voir la proposition104 pour
vérifier que l’addition est bien continue).
• LesΩg recouvrentK (c’est ce qu’on a supposé ci-dessus).
• Par définition des compacts, et puisqueK est compact, on peut extraire un recou-

vrement finiK = ∪i∈[1,n]Ωgi . On note quen ≥ 1, carK est non vide.

9L’image réciproque de tout ouvert est bien un ouvert !
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•On applique alors le lemme230à l’endomorphisme continux 7→ 1
ng1(x)+ · · ·+

gn(x) (deK dansK, bien défini par convexité deK), continue par continuité desgi.
On en déduit qu’il existex tel quenx =

∑
i gi(x).

• On a alorsn‖x‖′ ≤
∑
i ‖gi(x)‖ = n‖x‖ (car

lesgi sont des isométries et car les isomorphismes d’espaces de Hilbert sont des isométries.).
• On a montré plus haut que la norme était strictement convexe ; donc pour avoir

le cas d’égalité ci-dessus il faut que lesgi(x) soient positivement liés ; or ils ont tous
même norme, puisque lesgi sont des isométries ; donc tous lesgi(x) sont égaux.
• Du coup pour touti dans[1, n], ngi(x) = nx ; doncgi(x) = x. D’où la contra-

diction ;x n’appartient pas à l’union desΩgi , alors qu’il appartient àX, et que cesΩgi
recouvrentK.ut

1.6.17 Cas particulier des espaces vectoriels normés de dimension
finie

Voir ??.

1.6.18 f : R → R estC∞ et ∀x∃n/f (n)(x) = 0, alors f est polyno-
miale

Proposition 232 f : R → R estC∞ et∀x∃n/f (n)(x) = 0, alorsf est poly-
nomiale.

Cet exercice est extrait du livre [5] ; nous avons tâché de préciser un peu plus les
détails de la preuve.

Démonstration : • On considèreΩ l’ensemble des points au voisinage desquelsf
est polynomiale
• Ω est ouvert, car six ∈ Ω, alors il existeV ouvert contenantx dans lequel tout point
y admet un voisinage sur lequelf est polynomiale : il s’agit simplement de l’ouvertV .
• Soit ]u, v[ inclus dansΩ, alors il existe un polynômeP tel quef est égale àP sur
[u, v].
Pour le prouver on considèrex0 dans]u, v[, un couple(x1, x2) tel quef = P sur
]x1, x2[ etx1 < x0 < x2, et l’ensembleJ desx ∈]x0, v[ tels quef = P sur ]x0, x[ ;
J est non vide car contenantx2 ; il est fermé dans]x0, v[ par continuité ; on montre
facilement que six ∈ J alors]x − ε, x + ε[⊂ J pour un certainε ; doncJ est ouvert
dans]x0, v[ ; doncJ =]x0, v[ par connexité. On a doncf = P sur ]x0, v[, et de même
on auraitf = P sur]u, x0[.
• SoitF le complémentaire deΩ.F est fermé. Montrons qu’il ne comporte pas de point
isolé. S’il comporte un point isoléa, on applique l’hypothèse et le développement de
Taylor ena, et on en déduit une contradiction.
• On supposeF non vide pour arriver à une contradiction
• On définitFn l’ensemble desx ∈ F tels quef (n)(x) = 0.
• On montre qu’il existe un intervalle ouvert non vide dont l’intersection avecF est
incluse dans un certainFn0 .
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LesFn sont fermés. Donc on applique le théorème de Baire190dansF ; il existeFn0

d’intérieur non vide. On peut alors choisir un intervalleI ouvert d’intersection non vide
avecF , et cette intersection est incluse dansFn0 .
• I ∩ F ⊂ Fn ∀n ≥ n0

En effet soita ∈ I ∩ F ; a n’est pas isolé et est donc limite d’une suiteap d’éléments
deF différents dea. Il suffit alors d’écrire la dérivée pour constater quea ∈ Fn0+1.
Par récurrenceI ∩ F ⊂ Fn pourn ≥ n0.
• On montre maintenant quefn0 est nulle sur toute composante connexe deI ∩ Ω.
Tout d’abordI ∩ Ω est non vide, sinonI ⊂ F , puisI ∩ F = I.
I ∩ Ω est ouvert ; donc c’est une réunion disjointe d’intervalles ouverts. Soit]u, v[ une
telle composante connexe.f = P sur[u, v]. ]u, v[6= I sinonF ∩ I = ∅
Doncu ∈ I ouv ∈ I ; supposonsu ∈ I. Alorsu ∈ I ∩F , etu ∈ Fn pour toutn ≥ n0.
Le degré deP est donc inférieur àn0. Doncf (n0) = 0 sur[u, v]. Ca marche sur toutes
les composantes connexes, doncf (n0) = 0 surI ∩Ω mais aussi surI ∩F . Doncf (n0)

est nulle surI, doncf est un polynôme surI doncI ⊂ Ω, ce qui est impossible puisque
I ∩ F 6= ∅.ut

1.6.19 Les billards strictement convexes

Proposition 233 SoitK un ensemble strictement convexe deR2 ; on suppose
que par tout point de la frontière deK il passe une unique tangente àK.
On définit une trajectoire périodique de périoden par la donnée den points
a0, . . . , an−1 de la frontière deK tels que pour touti ∈ [0, n − 1] θi = θi+1

(voir figure1.10) en notantan = a0.
Alors pour toutn ≥ 2 il existe des trajectoires périodiques de périoden.

Démonstration :
• On se donnen ≥ 2.
• NotonsδK la frontière deK.
• On considère l’ensemble

K̃ = {(a0, . . . , an−1)/∀iai ∈ δK}

Il est égal à(δK)n.
• On définitf : K̃ → R défini par

f(a) =
n−1∑
i=0

|ai − ai−1|

(|.| désigne ici la norme euclidienne)
• f estC0 (par inégalité triangulaire)
• K̃ est compact (comme produit de compacts - s’agissant d’un produit fini d’es-

paces métriques il n’est pas nécessaire d’invoquer Tykhonov, voir le paragraphe qui
suit le théorème127).
• f atteint son maximum sur̃K.
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1

2

FIG. 1.10 – Illustration de la définition d’une trajectoire périodique

• Tout point oùf atteint son maximum vérifie la propriété énoncée, comme le
lecteur le vérifiera aisément.ut

1.6.20 Deux jolies inégalités géométriques

On s’inspire ici de [4].

1.6.21 Inégalité isopérimétrique

Lemme 234 On se donneΓ une fonctionC1 de [0, 1] dansC. On suppose∫ 1

0
Γ = 0. Alors

4Π2

∫ 1

0

|Γ|2 ≤
∫ 1

0

|Γ′|2

et il n’y a égalité que siΓ est une combinaison linéaire dee2iΠx ete−2iΠx.

Démonstration : On procède comme suit :
• On considèreΓ sur[0, 1[, et on considère sa série de Fourier.

Γ(x) =
∑
n∈Z

cne
2iΠnx
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• On applique Parseval (théorème??) ;∫ 1

0

|Γ|2 =
∑
n

c2n

• On applique Parseval à la dérivée deΓ, Γ′(x) = 2iΠ
∑
n ncne

2iΠnx

∫ 1

0

|Γ′|2 = 4Π2
∑
n

(ncn)2

• On sait quec0 = 0, car
∫ 1

0
Γ = 0.

• On a donc l’inégalité souhaitée, et le cas d’égalité.ut

Théorème 235 (Inégalité isopérimétrique)La courbeC1 fermée du plan qui
à longueur donnée délimite une aire maximale est le cercle.

Démonstration :
• On se donne une courbe ferméeC1 Γ de[0, 1] dansC.
• Quitte à reparamétrer, on suppose queΓ′ est constant.
• Quitte à translaterΓ on suppose que

∫
Γ = 0.

• On applique alors le théorème de Green-Riemann, qui affirme que l’aireA est
donnée par la formule

A =
1
2

∫
xy′ − x′y

avecΓ = x+ iy, etx ety à valeurs réelles.
• Or ∫

ΓΓ′ =
∫

(x+ iy).(x′ − iy′)

=
∫
xx′ + yy′ + iyx′ − iy′x

or
∫
xx′ =

∫
yy′ = 0 par périodicité donc∫

ΓΓ′ = i

∫
yx′ − y′x

et donc

2A ≤

√∫
|Γ|2

√∫
|Γ′|2

≤ 1
2Π

∫
|Γ′|2

grâce au lemme précédent. OrΓ′ étant constant, on obtient

A ≤ l2

4Π
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avecl la longueur de l’arc.
• Il y a égalité si et seulement si l’inégalité de Cauchy-Schwartz est en fait une

égalité, et donc si et seulement si on a non seulement tous lesci nuls saufc1 et c−1,
mais aussiΓ et Γ′ liés ; la famille(x 7→ e2iΠx, x 7→ e−2iΠx) étant libre, on constate
que les solutions se trouvent pour un des deux coefficientsc1 et c−1 nul, c’est-à-dire
queΓ est un cercle.ut

1.6.22 Inégalité isodiamétrique

On considère l’espaceRn muni de sa structure usuelle d’espace euclidien, et de la
mesure de Lebesgue.

Théorème 236Quel que soitK compact deRn de mesure finie,µ(K) ≤
µ(B(0, δ(K)/2)), avecδ(E) pourE une partie deRn le diamètre deE, c’est
à dire lesup des distances entre deux points deE.
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Cela revient à dire que le plus grand volume possible à diamètre donné est
celui d’une boule.

Démonstration :
Nous aurons besoin de la définition suivante :

Définition 237 Etant donnéK un compact deRn, on appellesymétrisé de
SteinerdeK par rapport à l’hyperplanP l’ensemble

SP (K) = {x = p+ tu/p ∈ P ∧D(p, u)∩K 6= 0∧ |t| ≤ 1
2
µ′(K ∩D(p, u)}

oùu désigne un vecteur directeur unitaire de la droite orthogonale àP , et où
D(p, u) désigne la droite de vecteur unitaireu passant parp.
µ′ désigne la mesure de Lebesgue sur la droiteD(p, u).

Lemme 238 (Première propriété fondamentale du symétrisé de Steiner)
Quel que soitK compact etP hyperplan,SP (K) a même mesure queK.

Démonstration : Il suffit de considérer le théorème de Fubini, appliqué à la fonc-
tion caractéristique deK, pour voir que l’intégrale est l’intégrale surp ∈ P de la
mesureµ′(K ∩ D(p, u)) (cette dernière quantité étant la mesure de{t ∈ R/|t| ≤
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1
2µ
′(K ∩D(p, u))} ⊂ R.ut

Lemme 239 (Deuxième propriété fondamentale du symétrisé de Steiner)
Quel que soitK compact etP hyperplan,SP (K) a un diamètre inférieur ou
égal à celui deK.

Démonstration : On considère deux pointsx et y de SP (K), à une distanced
l’un de l’autre ; on cherche à montrer qu’il existe deux pointsx′ et y′ deK à distance
supérieure ou égale àd.
• On notexP etyP les projetés orthogonaux dex ety surP .
• On notelx et ly les mesures deK ∩D(x, u) etK ∩D(y, u).
• On noted′ la distance entrexP etyP .
• d2 est majorée pard′2 + (lx/2)2 + (ly/2)2.
• On noteLx etLy les diamètresdeSP (K) ∩D(x, u) etSP (K) ∩D(y, u).
• Il est clair queLx ≥ lx et queLy ≥ ly. Une étude de cas montre rapide-

ment qu’en considérant les points extrémauxx1, x2, y1 et y2 de SP (K) ∩ D(x, u)
et SP (K) ∩ D(y, u) respectivement, l’une des distancesd(xi, yi) est supérieure ou
égale à

√
d′2 + (Lx/2)2 + (Ly/2)2.ut

On a encore besoin d’un nouveau lemme :

Lemme 240 (Symétrisation d’un compact deRn) On note (e1, ..., en) la
base canonique deRn, etP1, ...,Pn les hyperplans orthogonaux auxei passant
par 0. On se donneK un compact deRn.
AlorsSP1 ◦ SP2 ◦ SP3 ◦ · · · ◦ SPn(K) est stable parx 7→ −x.

Démonstration :
Il suffit de procéder tranquillement, par récurrence ;SPn(K) est clairement inva-

riant par symétrie par rapport àPn, SPn−1 est clairement invariant par symétrie par
rapport àPn−1, et par rapport àPn aussi car la symétrisation de Steiner par rapport à
un hyperplanP ne perturbe pas les symétries par rapport à des hyperplans orthogonaux
àP (vérification immédiate sur la formule !), et ainsi de suite... L’invariance par rapport
aux symétries par rapport auxn hyperplans donnent aussi l’invariance parx 7→ −x.ut

On peut maintenant finir la preuve du théorème, en se donnant un compactK quel-
conque, en lui associant un compactK ′ égal àSP1 ◦ SP2 ◦ SP3 ◦ · · · ◦ SPn(K), qui,
par les lemmes précédents, est invariant par symétrie par rapport à l’origine, et donc
est inclus dans la bouleB(0, δ(K ′)/2). Il ne reste qu’à appliquer les différents lemmes
pour conclure...ut
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1.6.23 Triangulations d’un simplexe - Lemme de Sperner - consé-
quences

On s’inspire ici du livre [4], en tâchant de donner une preuve plus détaillée.

Définition 241 On appellesimplexede dimensionn l’enveloppe convexe de
n+ 1 points formant un repère affine.
On appelleface d’un simplexel’enveloppe convexe d’un nombre fini (quel-
conque) de ses points. Sadimensionest par définition le nombre de points de
cette face moins1. On appelleg-faceune face de dimensiong.

Lemme 242 Tout élémentP appartenant à un simplexe∆ est décrit de ma-
nière unique par ses coordonnées barycentriques dans le repère des sommets
de ce simplexe, si l’on impose que la somme des dites coordonnées est1.
Chaque coordonnée est≥ 0.

Démonstration : Voir la proposition-définition??.ut
On se donne pour la suite un simplexe∆ deRn de sommetsx0, x1, ... ,xn.
Tout pointx de ∆ est donc repéré par ses coordonées barycentriquesc0(x), ... ,

cn(x), avec
∑n
i=0 ci(x) = 1, et

∑n
i=0 ci(x).−→xxi =

−→
0 .

Définition 243 Soitσ ∈ σn+1 une permutation de[0, n].
On note∆σ l’ensemble des pointsx de∆ tels que

cσ(0)(x) ≥ cσ(1)(x) ≥ ... ≥ cσ(n)(x)

Proposition 244 • ∆ est l’union des∆σ.
• Pour toutσ ∈ σn+1, ∆σ est un simplexe.
• Les intérieurs des∆σ sont disjoints.

Démonstration : Le premier• ne mérite pas notre attention.
Pour le second• , c’est plus difficile, et nous allons donc détailler :
Un point x est dans∆I avecI la permutation identité, si ses coordonnéesc0,

c1,...,cn vérifientc0 ≥ c1 ≥ ... ≥ cn. En écrivant

t0 = c0

t1 = c1 − c0
t2 = c2 − c1 − c0

ti = ci − ci−1 − ci−2 − ...− c0
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tn = cn − cn−1 − cn−2 − ...− c0
on voit quex est dans∆I si et seulement si il est dans l’enveloppe convexe des points
de coordonnées barycentriques

(1, 0, 0, 0, ..., 0)

(1, 1, 0, 0, ..., 0)

(1, 1, 1, 0, ..., 0)

...

(1, 1, 1, 1, ..., 1)

Je n’ai pas normalisé pour ne pas alourdir la notation, sinon on obtient

(1, 0, 0, 0, ..., 0)

(
1
2
,

1
2
, 0, 0, ..., 0)

(
1
3
,

1
3
,

1
3
, 0, ..., 0)

...

(
1
n
,

1
n
,

1
n
,

1
n
, ...,

1
n

)

Donc il s’agit bien d’un simplexe. Il est non vide car les sommets définis ci-dessus
forment bien un repère affine et donc l’intérieur est un voisinage de leur isobarycentre.

Il en va de même pour autre chose que l’identité ;∆σ est l’enveloppe convexe den
points comportant respectivement un1 et seulement des0 ailleurs, deux1 et seulement
des0 ailleurs, trois1 et seulement des0 ailleurs, et ainsi de suite, chaque fois les1
étant conservés, et un nouveau1 étant ajouté.

Le troisième• est démontré dans le lemme qui suit.ut

Définition 245 On appelletriangulation d’un simplexe ∆ un ensemble fini
de simplexes∆i tels que :
• ∪i∆i = ∆
• Si i 6= j, Int(∆j) ∩ Int(∆i) = ∅
• L’intersection d’une face de∆i et d’une face de∆j (pour i = j ou i 6= j)
est soit vide soit une face de∆i et une face de∆j .

Lemme 246 L’ensemble des∆σ pourσ ∈ σn+1 est une triangulation de∆.

Démonstration : • Il est bien clair que la réunion des∆σ est bien égale à∆.
• L’intersection des intérieurs de∆σ et ∆τ avec(σ, τ) ∈ σ2

n+1 est incluse dans
l’intérieur des intersections, et donc incluse dans un hyperplan ; donc elle est vide.
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• Regardons ce qu’est une face de simplexe, par exemple le simplexe∆I , avecI la
permutation identité.

Il s’agit du barycentre d’un nombre fini de sommets, de la forme

(1/p, 1/p, ..., 1/p, 1/p, 0, 0, ..., 0, 0).

C’est à dire d’une somme pondérés de

(1, 0, 0, ..., 0)

(
1
i
, ...,

1
i
, 0, ..., 0)

(
1
i
, ...,

1
j
, 0, ..., 0)

On constate donc qu’une face est entièrement décrite par des équations du type
c0(x)r0c1(x)r1c2(x)r2...rn−1cn(x)rn0, avecri opérateur= ou≥.

Une intersection de faces va encore être du même type, car au plus elle va remplacer
des≥ par des=. D’où le résultat.ut

Lemme 247 Dans la triangulation de∆ en les∆σ où σ appartient àσn+1,
les∆σ ont un diamètre inférieur ànn+1 fois le diamètre de∆.

Démonstration :
• le centre de gravitéx (ou isobarycentre) de∆ appartient à tout simplexe∆σ (car

tous lesci(x) sont égaux, égaux à1
n+1 ).

• la distance dex à un point de∆ est inférieur ou égale aux distances aux sommets
de∆, donc la distance d’un point de∆σ àx est toujours inférieure ou égale ànn+1 fois
la longueur de la médiane.
• le diamètre de∆σ, qui est la longueur maximal d’un de ses côtés, est donc ma-

joré par la longueur max des côtés sur la face opposée àx, et par la longueur max
des arêtes débouchant surx... Dans tous les cas, cette longueur est majorée par celle
d’une médiane de∆ ou d’une face du simplexe (une face de dimension quelconque,
éventuellement une arête).ut

Lemme 248 Pour toutε on peut obtenir des triangulations de∆ en simplexes
de diamètre inférieurs àε.

Démonstration :
On va utiliser par récurrence le lemme précédent. Les deux premiers• de la dé-

finition d’une triangulation sont faciles à obtenir, le problème est de montrer qu’une
partition de chaque élément d’une partition donne encore une partition vérifiant le troi-
sième point, c’est à dire le fait que l’intersection de deux faces de deux éléments dis-
tincts de la partition est soit vide soit égale à une face de chacun des deux éléments.
Intuitivement, le problème est de voir que les faces se "recollent" bien.
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Pour cela il suffit de voir que la triangulation faite selon le lemme précédent induit
une triangulation de chacune des faces du dit simplexe - triangulation égale à celle
qu’aurait donné le même lemme sur cette face. Cela se voit facilement en voyant qu’une
face est une partie du simplexe où l’on annule une des composantes.ut

Définition 249 (Numérotation standard d’un simplexe) Etant donnée une
triangulation∆i d’un simplexe∆, on noteS l’ensemble des sommets des élé-
ments de cette triangulation. On appellenumérotation standard d’une tri-
angulation d’un simplexe de sommetsx0, ..., xn une applicationf deS dans
{0, n} telle quef(xi) = i et si pour touts dansS f(s) = i pour un certaini
tel quexi est un sommet de la face de∆ de dimension minimale contenantx.

NB : la caractérisation "pour touts dansS f(s) = i pour un certainxi tel quexi
est un sommet de la face de∆ de dimension minimale contenantx" inclue la condition
f(xi) = i, car une face peut très bien avoir une dimension0.

On constate donc que dans une triangulation comme celles que l’on a construites
plus haut, l’isobarycentre est autorisé à prendre n’importe quelle valeur puisque la seule
face qui le contienne est∆ lui-même.

Proposition 250 Une numérotation standardf d’une triangulation du sim-
plexe ∆ enveloppe convexe de(x0, ..., xn) induit une numérotation stan-
dard de la triangulation induite sur le simplexe∆′ enveloppe convexe de
(x0, ..., xn−1).

Démonstration :
• Il est clair que tout sommet de la triangulation de∆′ a bien un numéro< n.
• Soit x sommet de la triangulation de∆′ appartenant à une faceF minimale de

∆.
• F est forcément incluse dans∆′.
• F est donc la même face que la face minimale dex dans∆′.
• Donc la numérotation induite est bien standard.ut

Lemme 251 (Lemme de Sperner)Toute triangulation d’un simplexe de di-
mensionn munie d’une numérotation standard possède un élément numéroté
(0, ..., n).

Démonstration :
• Soit ∆ notre simplexe, supposé muni d’une numérotation standardf sur une

triangulationT de∆.
•On noteP (U) la propriété pour un simplexeU de dimensionr d’avoir un sommet

numérotéi et un seul pour touti dans[1, r].
• SoitE l’ensemble des simplexes deT ayant la propriétéP .
• Soit F l’ensemble des simplexes deT qui ne sont pas dansE mais dont un

numéro et un seul est numérotéi pour touti dans[0, n − 1] (attention ils ne vérifient
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donc pas la propriétéP ).
• SoitG l’ensemble desn− 1-faces de simplexes deT inclus dans∆′ et vérifiant

la propriétéP (rappelons qu’une face de simplexe est un simplexe).
• SoitH l’ensemble desn − 1-faces de simplexes deT qui ne sont pas contenues

dans∆′ et qui vérifient la propriétéP .
• Chaque élément deE contient une et une seulen− 1-face ayant la propriétéP .
•Chaque élément deF contient exactement deux faces ayant la propriétéP (facile,

il y a exactement deux éléments numérotés pareil, donc on bâtit deux simplexes ayant
la numérotation requise).
• Un élément deG est face d’un et d’un seul simplexe (car il est inclus dans∆′).
• Un élément deH est face d’exactement deux simplexes, car il n’est pas inclus

dans∆′, et car il n’est pas non plus sur une autre face puisqu’il ne contient pas de
sommet numérotén.

(par simplicité dans la suite et pour alléger les notations je noteI le cardinal|I|
d’un ensembleI)
• On en déduitE + 2F = G + 2.H en comptant le nombre den − 1-faces ayant

la propriétéP , avec leurs multiplicités (c’est à dire en comptant deux fois les faces
communes à deux simplexes).ut
• En comptant modulo2, on en déduit queE etG on la même parité.
• Il est clair queG est "le"E correspondant à∆′.
• Par récurrence sur la dimension, on en déduit donc queG a toujours la même

parité. Or dans le cas de la dimension1, on constate facilement que ce nombre est
impair ; on a une alternance de0 et 1, 0 en premier,1 à la fin, donc on a changé un
nombre impair de fois de0 à1 ou de1 à0.
• On en déduit donc le résultat tant attendu ;E ne peut être nul puisqu’impair...ut

Théorème 252 (Théorème de Brouwer)Soit f une application continue
d’un simplexe∆ dans∆. Alorsf admet au moins un point fixe.

Démonstration : • On suppose quef n’a pas de point fixe.
• Soit ∆i, pour i ∈ [0, n], l’ensemble desx ∈ ∆ tels queci(x) > ci(f(x))

(intuitivementf "éloigne"x du sommeti - attention, pas au sens de la distance, mais
au sens du poids barycentrique du sommeti ; les points les plus "loin" étant les points
de la face opposée, le point le plus proche étant le sommet lui-même).
• ∆ = ∪i∆i. En effet, soitx ∈ ∆.
- Supposonsci(x) ≤ ci(f(x)) pour touti.
-
∑
ci(x) =

∑
ci(f(x)) = 1

- doncci(x) = ci(f(x)) pour touti
- alors on af admettant un point fixe enx.
- c’est une contradiction, donc il existei tel queci(x) > ci(f(x)).
• xi appartient à∆i (évident ;f ne peut qu’"éloigner" un point de lui-même,

puisquef n’a pas de point fixe)
• xi n’appartient pas à∆j si j 6= i (non moins évident ;x est déjà "loin" autant que

possible dexj , puisqu’il appartient à la face opposée)
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• Si x appartient à la face de∆ engendrée par lesxi pour i ∈ I pour un certain
sous-ensembleI de [0, n], alorsx n’appartient pas aux∆i si i 6∈ I (toujours évident -
si x appartient à la face engendrée par lesxi pouri ∈ I, il appartient à la face opposée
àxj pour toutj 6∈ I, et ne peut donc en être éloigné).
• Soit T une triangulation de∆, ayant pour ensemble de sommets l’ensembleS.

Soit g l’application qui às ∈ S associeg(s) avecs ∈ ∆g(s) ; on cherche à montrer
qu’il s’agit d’une numérotation standard.
• g est bien définie, puisque l’on a montré que les∆i recouvraient∆.
• le fait queg(xi) = i a déjà été prouvé (xi ∈ ∆i, xi 6∈ ∆j quandj 6= i).
• soits ∈ S, etF une face minimale de∆ contenants. Il faut montrer queg(s) est

le numéro d’un sommet deF .
• si F = ∆, le résultat est clair.
• si s appartient à une face stricte de∆, alorss n’appartient pas aux∆j pourj ne

désignant pas un numéro de sommet deF (prouvé un peu plus haut) ; doncg(s) est
forcément le numéro d’un sommet deF .
• g est donc bien une numérotation.
• On a montré qu’on pouvait construire des triangulations aussi fines que l’on vou-

lait, au sens où chaque simplexe de la triangulation pouvait être imposé de diamètre
inférieur à1/n. On se donneTn une telle triangulation, avecgn la numérotation cor-
respondante, donnée par les questions précédentes.
• D’après le lemme de Sperner, il existe un élément de la triangulationT qui a la

propriétéP évoquée plus tôt, c’est à dire qu’il comporte un sommet numérotéi pour
tout i dans[0, n].
• On peut considérer alors la suite de sommets numérotés0 dans des simplexes

ayant la propriétéP de la triangulationTn.
• Puisque l’on est dans un compact métrique, on peut en extraire une sous-suite

convergente, par le théorème de Bolzano-Weierstrass (voir théorème140). Soit x la
limite.
• x est aussi la limite des suites de sommets numérotési dans des simplexes ayant

la propriétéP , pouri ∈ [1, n], car le diamètre des simplexes tend vers0.
• Par continuité def , ci(f(x)) ≥ ci(x) pour touti.
• Or

∑
i ci(x) =

∑
i ci(f(x)) = 1, doncci(f(x)) = ci(x) pour touti.

• On en déduit alors quex = f(x). D’où la contradiction...ut

Corollaire 253 (Brouwer) Toute application continue d’une boule unité fer-
mée deRn dans elle-même comporte un point fixe.

Démonstration :
En fait il suffit de montrer que la boule unité fermée est homéomorphe à un sim-
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plexe. Cela est fait dans la proposition204.ut

Corollaire 254 (Champ rentrant dans la sphère) Soit V un champ de vec-
teur continu de la boule unité fermée deRn dansRn. Si pour toutx, Ṽ (x) =<
V (x), x > est négatif strictementa, alorsV s’annule au moins en un point de
la boule unité.

aOn dit que le champ est rentrant.

Démonstration :
• On noteS la sphère unité fermée, etCr la couronne constituée par la boule unité

fermée privée de la boule ouverte de rayon1− r.
• On considère pour toutε l’applicationfε deB (la boule unité fermée) dansRn

qui àx associex+ ε.
−→
V (x).

• fε est continu.
• Ṽ étant continue sur un compactB, on peut lui trouver un majorant à‖V ‖.

NotonsM ce maximum.
• V étant continue sur un compactS, elle y atteint son maximum, qui est négatif.

Notonsm ce maximum ; on am < 0.
• En tout pointx deS, on peut centrer une boule ouverte de rayonrx sur laquelle

< x, V (x) > est inférieur àm/2. La sphèreS est recouverte par les boules centrées en
x de rayonrx/2 ; on peut donc extraire de ce recouvrement un recouvrement fini. Les
boules de rayonrx recouvrent elle aussiS, et elles recouvrent aussi une couronneCr
pour unr assez petit.
• SurCr, on a donc< x, V (x) > inférieur àm/2.
• ‖fε(x)‖2 = ‖x‖2 + ε2‖V (x)‖2 + 2ε < V (x), x >.
• Donc‖fε(x)‖2 ≤ ‖x‖2 + ε2.M2 + 2ε < V (x), x >
• SurCr, on a alors‖fε(x)‖2 ≤ ‖x‖2 + ε2.M2 + ε.m

• Pourε suffisamment petit, on a donc‖fε(x)‖2 < ‖x‖2
• Pourε suffisamment petit et‖x‖ < 1 − r on a aussi‖f(x)‖ ≤ 1 (puisqueV est

borné).
• On déduit de tout cela quefε pour ε assez petit est une application de la boule

unité fermée dans la boule unité fermée. Par le résultat253, on en déduit donc quefε
admet un point fixe, et que donc̃V s’annule quelque part.ut
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